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1 INTRODUCCIÓN
1.1 PREAMBULO
La cinemática es la  rama de la  física que estudia los movimientos producidos en un 
cuerpo sin tener en cuenta las fuerzas que lo producen. Su estudio se limita únicamente a  
la  trayectoria  que se produce en función del  tiempo. Su aplicación al  campo la inicio  
André-Marie Ampère (1775-1836) con el estudio de la trasmisión de la fuerza o energía en 
sistemas  mecánicos.  Por  tanto,  la  cinemática  la  podemos  aplicar  al  estudio  de  los 
movimientos  generados  por  determinados  conjunto  de  cuerpos enlazados  entre  ellos, 
especialmente en los que llamamos máquinas.
Imagen 1. Unas tijeras pueden ser consideradas como una máquina.
Como observaremos en la imagen, unas tijeras pueden ser vistas como una maquina 
simple, mediante la energía que proporciona la presión de nuestras manos genera un 
trabajo especifico: cortar.
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DEFINICIÓN FORMAL DE MAQUINA:
Sistema concebido para realizar una tarea determinada que 
comporta la presencia de fuerzas y movimientos y, en 
principio, la realización de trabajo. [9, p.13]
Entre  las  partes  fundamentales  de  las  maquinas  simples  nos  centraremos  en  el 
mecanismo.
Un  mecanismo  es,  por  tanto,   un  sistema  de  cuerpos  diseñados  para  convertir  el 
movimientos y las fuerzas en uno o varios movimientos específicos. Siguiendo con el 
ejemplo expuesto anteriormente, podemos observar como la tijera esta formada por un 
conjunto de elementos mecánicos, como por ejemplo el tornillo, que es la pieza central la  
cual permitirá  ejercer en una de las maquinas más sencillas y antiguas que se conoce: la 
palanca.
Figura 1. Esquema de símbolos del mecanismo de las tijeras.
No obstante, una máquina puede estar formada de diversos mecanismos. Si nos fijamos 
en una simple lavadora podremos ver que hay una diversidad de mecanismos, como por  
ejemplo las válvulas que permiten la entrada y salida de agua del tambor, el mecanismo 
que hace girar el tambor, entre otros. Todos estos mecanismos acaban formando parte de 
la función principal que será lavar.
Como  el  tornillo,  las  máquinas  y  los  mecanismos  pueden  están  formadas  por  otras 
unidades llamados elementos, como por ejemplo: un pistón, una biela, un rodamiento, una 
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DEFINICIÓN FORMAL DE MECANISMO:
Conjunto de elementos mecánicos que hacen una función 
determinada en una máquina.[9, p. 13]
rótula, un muelle, el aceite de un circuito hidráulico, entre otros.
Además, en cualquier máquina o mecanismo podremos encontrar unos elementos que 
son, como regla general, rígidos y que están enlazados entre sí. Hay que destacar entre 
estos miembros un elemento el cual se suele fijar para realizar el estudio cinemático, el 
cual podremos denominar como base, soporte, bancada o bastidor, etc.
Otros cuerpos rígidos que forman parte de un mecanismo se denominan eslabones. Un 
eslabón tiene dos o más elementos de conexión, por medio de los cuales se pueden unir  
a otros eslabones con el fin de transmitir fuerza o movimiento. 
Imagen 2. Eslabones utilizados en los mecanismo estudiados en este proyecto [1]
 Los  mecanismos  que  estudiaremos  serán  mecanismos  planos  formados  por  los 
elementos que hemos comentado (para consultar una descripción más detallada de los 
mecanismo empleados véase capítulo Mecanismos). En la imagen siguiente, veremos un 
mecanismo que estudiamos en este proyecto.
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                                       Figura 2. Mecanismo objeto de estudio de este proyecto: doble mariposa.
Desde el punto de vista de la teoría de grafos, las articulaciones pueden verse como 
nodos de un grafo, y los eslabones como conjuntos de aristas. Como podemos observar,  
los miembros de nuestro mecanismo conforman una cadena cinemática con múltiples 
bucles.
Definimos nuestro mecanismo como una cadena cinemática con múltiples bucles. Desde 
un punto de vista práctico, una cadena cinemática es esencialmente el esqueleto de una 
máquina, el sistema que apoya a sus elementos físicos y limita su movimiento cuando se 
expone a fuerzas y desplazamientos. Las cadenas cinemáticas se pueden clasificar como 
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DEFINICIÓN FORMAL DE CADENA CINEMATICA:
Conjunto de miembros enlazados entre si con el único 
propósito de trasmitir la energía de un elemento a otro [9, 
p. 14].
especializaciones  de  mecanismos.  De  hecho,  podemos  considerar  que  una  cadenas 
cinemáticas  son  mecanismos  rígidos  interconectados  por  pares  cinemáticos,  las 
restricciones de o, en palabras más simples, los conjuntos de enlaces y articulaciones
 
Figura 3. Par cinemático. Observamos que el nodo numero 3 realiza la unión entre dos miembros de nuestro mecanismo.
Los pares cinemáticos se clasifican por el tipo de contacto entre miembros: puntual, lineal  
o  superficial.  Tradicionalmente  los  pares  cinemáticos  con  contacto  superficial  se 
denominan pares inferiores.
El desplazamiento de estos pares implica el deslizamiento entre las superficies de ambos 
miembros.  Si  no  hay  desplazamiento,  mantener  tres  puntos  o  más  no  alineados  en 
contacto equivale a una unión rígida.
Los pares cinemáticos inferiores pueden ser de los siguientes tipos:
6
DEFINICIÓN FORMAL PAR CINÉMATICO:
La unión entre dos miembros de nuestro mecanismo producido 
por el contacto directo entre ellos [9, p. 15].
Imagen 3. Tipo de articulaciones. Remarcadas las articulaciones que utilizamos en los mecanismos de este proyecto:  rotación y 
prismáticas. Las articulaciones prismáticas las podemos comprender como una articulación de rotación al infinito [1].
En el  caso de los mecanismos planos,  los pares cinemáticos se reducen a pares de  
rotación y prismáticos. Los pares prismáticos pueden verse como pares de rotación con 
centro de rotación en el infinito, por lo que es razonable limitar nuestro análisis a planos  
con pares de rotación.
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CINEMATICA DE MECANISMOS
La teórica de la cinemática es la rama de la cinemática que se ocupa de las propiedades 
geométricas más generales del movimiento. El estudio especifico del movimiento en los 
mecanismos se conoce como cinemática de mecanismos.  
La cinemática de mecanismos puede ser dividida en dos grandes bloques:
1. Análisis  cinemático:  Se  trata  del  examen  y  determinación  de  la  posición  del 
movimiento, velocidad y aceleración de un mecanismo.
2. Síntesis cinemática: Es el desarrollo de un mecanismo cuyo movimiento tiene un 
conjunto deseado de características.
Este proyecto aborda el problema de análisis cinemático, en particular, el análisis de la 
posición de cadenas cinemáticas.  Este problema consiste  en encontrar  los modos de 
ensamblaje factibles que una cadena cinemática puede adoptar. Un modo de montaje es 
una transformación relativa entre los pares de la cadena cinemática sin destruir ningún 
enlace. Cuando realizamos una asignación de posiciones y orientaciones se hace para 
todos los enlaces, se obtiene una configuración.
El  problema  de  análisis  de  la  posición  de  las  cadenas  cinemáticas  es  un  tema  de 
investigación de alto impacto porque diversos problemas de varios dominios puede ser 
reducido a la misma. Por ejemplo, el problema surge en robótica, específicamente, en el  
estudio de la cinemática de manipuladores en serie / paralelo, en la planificación de la 
manipulación de un objeto, o en la locomoción de un robot reconfigurable. Otras áreas de  
investigación  donde  aparece  el  problema  es  el  control  en  complejas  estructuras 
desplegables, el diseño de manos mecánicas, el estudio teórico de rigidez, la ubicación de 
puntos  en  programas CAD parámetrico  y  el  análisis  conformacional  de  biomeleculas. 
Precisamente,  en  esté  último  ámbito  surgió  uno  de  los  métodos  utilizados  en  este 
proyecto: Suavizado de cotas de distancias desconocidas.
Los métodos para resolver la posición de análisis de cadenas cinemáticas se pueden 
clasificar en:
• Gráficos.
• Analíticos.
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• Numéricos.
Los métodos gráficos son completamente geométricos y son especialmente diseñados 
para  resolver  problemas  particulares.  Estos  métodos  utilizan  principalmente 
descomposición diádica. En una cadena cinemática, una diáda es cualquier conexión de 
dos  enlaces  con  una  articulación  de  giro  o  un  par  prismático.  El  enfoque  de 
descomposición diádica  consiste en la identificación de un bucle de cuatro pares en la 
cadena  cinemática  en  estudio  para  luego  calcular  la  posición  de  las  otras  díadas 
utilizando las intersecciones de arco.
En contraste con los enfoques gráficos, los métodos analíticos y numéricos se aplican a 
cadenas  cinemáticas  de  cualquier  topología.  Tipicamente,  estos  métodos  utilizan  la 
geometría analítica para traducir las condiciones de cierre de los problemas geométricos 
originales,  donde  las  condiciones  y  restricciones  se  cumplen  si  y  solo  si  la  cadena 
cinemática  se  puede  determina  en  un  sistema  de  ecuaciones  no  lineales.  Donde  se 
cumplen las limitaciones de localización y/o coordenadas respecto de cada enlace a un 
marco  de  referencia  particular.  Estas  coordenadas  se  pueden  definir  mediante  las 
coordenadas  del  punto  de  referencia,  las  coordenadas  naturales  o  las  coordenadas 
relativas.   En  coordenadas  de  puntos  de  referencia  y  las  coordenadas  naturales,  la 
ubicación de cada elemento geométrico se define directamente en forma absoluta con 
respecto a un marco de referencia común. La condición de cierre en estos enfoques está 
dada  por  un  cálculo  matemático  de  una  selección  adecuada  de  las  restricciones  y 
relaciones  geométricas  de  la  cadena  cinemática,  por  ejemplo,  las  restricciones  de 
distancia entre los pares cinemáticos. En coordenadas relativas,  la ubicación de cada 
enlace  se  define  en  relación  con  el  elemento  anterior  de  la  cadena  cinemática.  La 
condición de cierre en este enfoque se da normalmente por un conjunto independiente de 
las relaciones vectoriales de cierre que surgen naturalmente de cada bucle en una cadena 
cinemática.  El  cálculo  matemático  de  las  coordenadas  relativas  de  cierre  de  esta 
condición es ampliamente conocido como ecuaciones de los bucles independientes o 
ecuaciones de bucle de cierre.
La diferencia entre los métodos analíticos y numéricos reside en el procedimiento utilizado 
para resolver el sistema de ecuaciones que caracteriza a las configuraciones validas de 
una  cadena  cinemática.  En  los  métodos  analíticos,  el  sistema  de  ecuaciones  se 
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transforma  en  un  sistema  de  ecuaciones  polinómicas  que  se  reduce  a  un  polinomio 
utilizando eliminación de variables. Los enfoques analíticos son completos, es decir, son 
capaces de encontrar todas las configuraciones validas de una cadena cinemática. Los 
métodos  numéricos  desarrollados  para  resolver  ecuaciones  que  definen  las 
configuraciones posibles de una cadena cinemática se puede dividir  en dos métodos: 
incompletos  e  completos.  Los  métodos  incompletos  son  aquellos  que  proporcionan 
algunas solucionas (tipicamente una) del sistema de ecuaciones mediante, comúnmente, 
utilizando algoritmos basados en método iterativos que requieren una estimación de una 
solución inicial. Los métodos completos, por tanto, que encuentran todas las soluciones 
posibles  utilizando  métodos  basados  en  búsquedas  exhaustivas  para  solucionar  los 
sistemas de ecuaciones.
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1.2 MECANISMOS
Los mecanismos que estudiaremos responderán ante la siguiente descripción:
• Planos. Son mecanismos que están descritos en el plano.
• Con movilidad 0.  Su grado de libertad será 0. El estudio cinemático nos permitirá 
encontrar  todos  los  posibles  modos  de  ensamblaje  de  dicho  mecanismo.  Un 
mecanismo con grado de libertad 0 es conocido como una estructura.
• Con articulaciones de rotación (ya que la prismática la podemos equipar a una de 
rotación al infinito). 
• Con eslabones binarios y ternarios.
Para realizar el estudio cinemático hemos seleccionado el robot 3RPR:
Figura 4. Robot 3RPR con la longitud de las patas extensibles no fijadas.
Una vez fijada las distancias de sus patas extensibles,  obtenemos un mecanismo de 
movilidad 0. El esquema del mecanismo es:
Figura 5. Esquema del robot 3RPR con las distancias de los eslabones fijada. 
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Durante la simulación del método de bilateración utilizaremos otro mecanismo, conocido 
con el nombre de doble mariposa. Su esquema es:
Figura 6. Mecanismo doble mariposa.
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1.3 GRADOS DE LIBERTAD DE UN MECANISMO
La  movilidad  de  los  mecanismo  es  un  concepto  importante  en  la  cinemática  de  los 
mecanismo y en el objeto de estudio de este proyecto.  Por definición, la movilidad de un 
mecanismo viene viene determinada por el número de grados de libertad que posee.
 
Figura 7. Movimiento de mecanismo.
Los  grados  de  libertad  es  el  numero  de  parámetros  mínimo  para  que  quede 
completamente  definida la posición de un mecanismo. El número de grados de libertad 
coincide con el número de variables utilizadas para describir el movimientos menos el  
número de ecuaciones necesarias para describir el movimiento.
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DEFINICIÓN FORMAL DE GRADOS DE LIBERTAD:
Por grado de libertad se entiende el número de entradas 
independientes requeridas para determinar la posición de 
todos los eslabones del mecanismo respecto a punto en 
cualquier instante [2]. 
Para calcular el el grado de libertad utilizaremos la siguiente formula:
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(N −1)−∑ f i
• N: de cuerpos  o eslabones del mecanismo. Deberemos restar uno de ellos, ya que 
será el que tomaremos como referencia.
Nota: Podemos contar todos los eslabones como binarios, aunque formen parte de 
un eslabón ternario.
• f i : El total del número de grados de libertad que nos elimina cada articulación. 
Distinguiremos dos tipos de conexiones:
• Conexión simple: Elimina dos grados de libertad.
• Conexión compleja: Elimina n-grados de libertad. En nuestro caso de estudio 
eliminará un máximo de cuatro grados de libertad.
A continuación calcularemos el grado de libertad para nuestros dos mecanismos:
3RPR
 
Figura 8. Mecanismo 3RPR.
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 N    = 7 (6 eslabones binarios + 1 eslabón ternario).
f i = 18 ( 3 conexiones simples + 3 conexiones complejas).
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(7−1)−(3⋅2+3⋅4)=3⋅6−(6+12)=18−18=0
DOBLE MARIPOSA
Figura 9. Mecanismo de doble mariposa.
 N    = 8 (4 eslabones binarios + 4 eslabones ternarios).
f i = 20 ( 10 conexiones simples ).
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(8−1)−10⋅2=3⋅7−10=21−20=1
Está formula la hemos extraído de la generalización del método de Grübler [9, p. 39].
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1.4 OBJETIVO DEL PROYECTO
Como ya hemos comentado anteriormente, nuestro primer objetivo es realizar un análisis 
cinemático  de  un  mecanismo.  Por  tanto,  dado  un  mecanismo  nuestro  objetivo  será 
encontrar todos sus modos de ensamblaje.
Supongamos el mecanismo con movilidad 0:
Figura 10. Mecanismo de 3RPR con dos articulaciones coincidentes.
El cual tiene otros modos de ensamblaje posibles como por ejemplo::
Figura 11. Modos de ensamblajes del mecanismo 3RPR con dos articulaciones coincidentes.
Para realizar el  análisis cinemático utilizaremos el  método basado en la operación de 
Bilateración.
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CALCULO DE LOS MODOS DE ENSAMBLAJE
Suponemos que tenemos el siguiente robot de donde extraemos el siguiente mecanismo, 
al cual le fijaremos como base el eslabón entre las articulaciones 0-1:
Figura 12. (Izquierda) Robot 3RPR. (Derecha) Esquema del mecanismo extraído del robot 3RPR.
Observamos  que  este  mecanismo  está  formado  por  una  plataforma  móvil  y  por  6 
eslabones.  La  longitud  de  estos  elementos  será  fija  y  constituirá  una  restricción 
geométrica para encontrar todos los posibles modos de ensamblaje de este mecanismo. 
Sin embargo, podemos observar que hay articulaciones que no están unidas entre si.
Figura 13. Mecanismo 3RPR. Las lineas azules son aquellas articulaciones que no están unidas entre si por ningún elemento físico.  
Estas lineas será las que nosotros deberemos de calcular para encontrar los modos de ensamblaje de este este mecanismo. Este 
mecanismo tiene un total de 6 distancias desconocidas.
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Estas  longitudes  entre  las  articulaciones  de  aquí  en  adelante  las  conoceremos  por 
distancias desconocidas. Para encontrar un modo de ensamblaje deberemos de dar un 
valor para cada distancia desconocida del mecanismo cumpliendo con las restricciones 
geométricas que nos impone el propio mecanismo.
Como  podemos  observar  en  el  mecanismo  de  la  figura  anterior,  hay  distancias 
desconocidas que dependen entre si. Dependiendo del valor que fijemos para la distancia 
d 05 , el valor de la distancia entre d 15 1-5 variará.
Figura 14. Las distancias desconocidas, por ejemplo  d 0 5  y  d 1 5 ,  dependen de las distancias conocidas. El  método de 
bilateración permite obtener estas dependencias.
Por tanto, necesitamos un método que nos calcule la relación entre las distintas distancias 
conocidas y desconocidas. El  método más sencillo para hacerlo es el  conocido como 
método de bilateración. Por ejemplo, con este método podemos generar una relación de 
la forma:
  d 1,2= f (d 0,4)        (1)
Como  d 1 2  es  conocida  y  d 05  es  desconocida  deberemos  resolver  la  ecuación 
anterior para obtener todos los valores de d 05  compatibles d 12 .
Para entender mejor lo que acabamos de exponer, veamos como obtener efectivamente 
la función (1) por el método de bilateración.
Supongamos  que  queremos  obtener  la  distancia  d 0 4  en  función  de  las  distancias 
conocidas. El primer paso será introducir esta distancia desconocida en el mecanismo. 
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El mecanismo resultado es:
Figura 15. Izquierda: Mecanismo extraído del robot 3RPR al añadir la distancia d 0 4 . Derecha: Mecanismo resultado.
Si calculamos su grado de libertad obtenemos:
 N    = 6 (3 eslabones binarios + 3 eslabón ternario).
f i = 16 ( 4 conexiones simples + 2 conexiones complejas).
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(6−1)−(4⋅2+2⋅4)=3⋅5−(8+8)=15−16=−1
Lo cual tiene sentido ya que el mecanismo a pasado a ser sobrerestringido al introducir 
una nueva distancia.  Observar  que si  d 0 4  es conocida, podemos obtener  d 05  Si 
añadimos d 05  podemos eliminar el nodo 3 sin afectar a la movilidad del mecanismo, es 
decir:
d 0,5= f 1(d 0,4)
El mecanismo resultado después de eliminar el nodo 3 será:
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Figura 16. Izquierda: Mecanismo al eliminar el nodo 3 y añadir una nueva distancia d 0 5 . Derecha: Mecanismo resultado.
Si volvemos a calcular el grado de Libertad obtendremos:
N    = 8 (8 eslabones binarios ).
f i = 22 ( 1 conexiones simples + 5 conexiones complejas).
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(8−1)−(1⋅2+5⋅4)=3⋅4−(8+4)=21−22=−1
Ahora la distancia d 51  queda determinada como:
d 5,1= f 2(d 0,5)
Y si la introducimos, podemos eliminar el nodo 4 sin afectar a la movilidad del mecanismo.  
El mecanismo resultado será:
Figura 17. (izquierda) Mecanismo extraído del robot 3RPR en eliminar el nodo 4 y añadir una nueva distancia  d 51 . (derecha) 
Mecanismo resultado.
Si volvemos a calcular el grado de libertad obtendremos:
N    = 6 (6 eslabones binarios ).
f i = 16 (  4 conexiones complejas).
G.L (Grado de Libertad )=3⋅(6−1)−4⋅4=33⋅5−16=15−16=−1
Observamos por tanto que mediante el método de bilateración hemos obtenido la función 
de dos distancias desconocidas, d 05  y d 5 1 , en función de la distancia d 0 4
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Figura 18. Las distancias desconocidas d 05  y d 5 1  expresadas en función de la distancia d 0 4 .
En el anterior mecanismo cualquier distancia conocida queda determinada por el resto de 
distancias precisamente por ser sobrerestringido (movilidad < 0).
d 1,2= f 3(d 0,5 , d 5,1)= f 3( f 1(d 0,4) , f 2( f 1(d 04)))
Las  funciones  f i se  obtienen  a  partir  de  operaciones  de bilateración  tal  como se 
explica a continuación.
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BILATERACION1
Basándose en operaciones de bilateración es posible desarrollar un método alternativo a 
los clásicos métodos basados en ecuaciones de bucle. 
Operación de Bilateración:
El problema de la bilateración consiste en obtener la posición de un punto conocidas las 
distancias a otros dos puntos cuyas posiciones son conocidas.
Figura 19. Esquema y operación de bilateración.
A modo de ejemplo,  aplicaremos al  siguiente  mecanismo el  método bilateración  para 
hallar la distancia entre d j n :
p i k=Z i n k⋅pi n
p i j=Z i k j⋅p i k
pn j=−pi n+p i j=− pi n+Z i k j⋅pi k
=−pi n+Z i k j⋅Z i n k pi n
=(−I+Z i k j⋅Z i n k )⋅pi n
Se puede demostrar que:
d j n
2=det(−I+Z i k j⋅Z i n k)⋅d i n
2
Veamos como funcionará el método anterior para un caso más complejo:
1 Para ampliar la información de la operación de bilateración consultar la tesis de Nicolas Rojas (co-director de este proyecto) [11]. 
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Pasos del método de bilateración:
1. Descomposición del mecanismo
Realizar el recorrido en el mecanismo obteniendo su descomposición.
Figura 20. Secuencia de descomposición del mecanismo con el método de Bilateración. Observamos las distancias nuevas (lineas de 
puntos) que añadimos y que más tarde deberemos de calcular para simular todo los posibles modos de ensamblaje.
2. Generar las ecuaciones de clausura
Una vez realizada la descomposición, generamos las ecuaciones de clausura de las 
distancias desconocidas de nuestros mecanismo:
Imagen 4. Ecuaciones de clausuras para obtener las distancias desconocidas que hemos generado en la secuencia de bilateración.
3. Cálculo de los modos de ensamblaje del mecanismo.
Resolver  las  ecuaciones  de  clausura  para  encontrar  los  modos  de  ensamblaje  del 
mecanismo.
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Imagen 5. Cálculo para resolver  las ecuaciones de clausura. 
Reformulación del objetivo del proyecto:
Como podemos observar, la generación y la resolución de las ecuaciones de clausura son 
cálculos muy complejos y no intuitivos.  Ante esta problemática, decidimos substituir los 
pasos de generación y resolución de las ecuaciones de clausura por un método numérico 
donde  únicamente  debemos  de  resolver  el  problema  cumpliendo  restricciones 
geométricas.
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2 MÉTODO DE BILATERACIÓN
2.1 MÉTODO DE DESCOMPOSICIÓN DEL MECANISMO
El  método  vuelta  atrás  o  backtracking es  un  algoritmo  general  donde  se  realiza  una 
búsqueda en profundidad en un espacio de soluciones de un grafo dirigido de estados. El  
objetivo  de  dicho  algoritmo  es  encontrar  una  o  más  de  una  solución  que  satisfaga 
nuestras  restricciones.  El  esquema  básico  responde  a  una  estructura  recursiva  del 
siguiente tipo:
método BackTracking (Lista Candidatos [X..... Xn]): Lista: Soluciones, Encontrada: 
booleano
caminoRecorrido=0;
mejorCamino=+infinito;
//Realizar cálculos necessarios para realizar la busqueda en profundidad.
BackTrackingRec();
fmétodo
método BackTrackingRec
si T:arboles de estados no esta vacio y T: árbol de estados = Cumple con las 
restricciones deseadas hacer 
si E: estado actual visitado = CASO BASE hacer
si E:estado actual = solucion hacer
si caminoRecorrido < mejorCamino hacer
solución = solución (E)
fsi
fsi
sino 
marcar (E)
BackTrackingRec(T.siguiente_estado())
descmarcar(E)
fsino
fsi
fmétodo
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Para resolver el problema que tratamos, hemos decidido emplear un algoritmo de “fuerza 
bruta”, es decir, realizar una búsqueda exhaustiva en el espacio de soluciones con el fin 
de encontrar una posible que satisfaga las restricciones impuestas.
 
Esta búsqueda puede tener un problema si el cardinal del número de espacios a explorar  
es muy elevado. Por tanto, es esencial realizar una estructura donde podamos desechar 
aquellos estados que no vayan a ser mejor solución que la solución ya encontrada.
El  espacio de soluciones estará construido por un camino de estados los cuales nos 
harán llegar  a  una solución  que satisfagan nuestra  restricciones.  Debemos notar  que 
encontraremos una única solución, que será optima
APLICACIÓN DEL MÉTODO “VUELTA ATRAS” 
El método de stripTriangles es un método basado en el algoritmo de vuelta atrás con 
poda.
La  elección  de  esté  algoritmo  general  ha  sido  la  obligación  de  hacer  una  búsqueda 
exhaustiva  sobre  el  grafo  de  estados  de  nuestro  espacio  de  soluciones.  En  primera 
instancia, debemos realizar una búsqueda por todos los nodos de nuestro mecanismo. En 
la  visita  de  cada  uno  de  nuestros  nodos,  hemos  de  realizar  una  alteración  en  la 
configuración de nuestro mecanismo que nos aproxime a una posible solución. Por tanto, 
deberemos  de  visitar  todos  aquellos  nodos  que  sean  candidatos  para  realizar  la 
modificación oportuna para llegar al estado solución.
El estado solución se dará cuando queden cuatro nodos vivos en el mecanismo y el nodo 
que seleccionamos como nodo base, al eliminarse, cree una nueva distancia la cual ya es 
conocida.  Si  llegamos  a  este  estado,  hemos  encontrado  una  solución.  Por  tanto, 
podremos realizar una poda de nuestra búsqueda cuando:
• No queden cuatro nodos vivos. 
• La distancia final, la cual la comparamos con la nueva que hemos generado, sea 
una distancia desconocida.
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BUSQUEDA EXHAUSTIVA: STRIP TRIANGLE
El esquema de la búsqueda es la siguiente: 
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método StripTriangles () 
si nodosVivos()>=4 y 
camiDistancia<mejorDistancia hacer
  para todo x pertenece de 0 a nNodes hacer
si getAdjTriangulos(x)==3 y 
!haveAresta(x) hacer
save(x);
ThreeGrade(x);
StripTriangles();
load();
fsi
sino si getAdjTriangles (x)==4 y 
!haveAresta(x)hacer
save(x);
FourGrade(x);
stripTriangles();
load();
fsi
sino
save(x);
añadirDistancia(x);
load();
fsi
 fpara
fsi
fmétodo
  
CRITERIOS PARA REALIZAR LA EXPLORACIÓN
En nuestro árbol de búsqueda, los estados soluciones los encontraremos en las hojas. De 
tal  forma  que  una  vez  encontrado  el  estado  solución  no  seguiremos  realizando  la 
exploración. Nuestro estado solución ha de contener cuatro nodos vivos, por tanto, el 
primer paso que realizaremos en nuestra búsqueda será comprobar que cumplimos con 
esta condición (nodosVivos==4). 
El estado de solución que buscamos es un estado que sea óptimo. El resultado de la 
búsqueda queremos que obtenga la configuración de nuestros mecanismo con la mínima 
de distancias nuevas añadidas (camiDistancies<mejorDistancia). Si en algún momento, 
en el recorrido en nuestro árbol de estados llegamos a un estado, el cual no es hoja, pero  
tiene un número mayor de distancias añadidas que el número de distancias de la última 
solución encontrada, podaremos dicha búsqueda y dejaremos de ramificar dicho estado.
Si  estamos  en  un  estado  que  no  cumplen  con  estas  dos  condiciones,  la  propia  
recursividad determinará que hemos llegado aun nodo muerto y por tanto volverá a un 
estado anterior,  en búsqueda de una nueva alternativa donde nos permita llegar a un 
estado solución.
EXPLORACIÓN:
Realizaremos un  recorrido  por  todos  nuestros  nodos  que  aun  siguen  vivos.  Aquellos 
nodos que ya han sido eliminados devolverán cuando solicitemos su adyacencia un -1 
(getAdjTriangles(x)) y,  por tanto, no aplicaremos ninguno de nuestras reglas sobre ese 
nodo. getAdjTriangles() es un método que devuelve el número de aristas pertenecientes a 
un triángulo que sean adyacentes al nodo consultado.
En este momento, nuestra exploración contiene dos ramificaciones que se aplican a dos 
tipos de casos:
• Caso bases:  Los casos bases son aplicados a los  nodos.  En caso de realizar 
cualquiera  de  los  casos  bases  posible,  se  aplicará  la  eliminación  de  un  nodo.
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Lo casos bases son los siguientes:
◦ Grado 3.
◦ Grado 4. Que a su vez se subdivide en dos subcasos:
▪ 2-2: dos aristas donde cada una de ellas comparten dos triángulos.
▪ 1-3. una arista que comparte tres triángulos.
Para aplicar dichos métodos que representan nuestros casos bases, los nodos que 
visitemos deberán de cumplir las siguientes condiciones:
◦ Todas  las  aristas  adyacentes  al  nodo  visitado  deben  formar  parte  de  un 
triángulo.
◦ El nodo el cual visitamos debe tener un número determinado de aristas para 
poder aplicar el caso base correspondiente.
• Caso recursivo: Añadir una nueva distancia.
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2.2 REGLAS DE DESCOMPOSICIÓN
2.2.1 GRADO 3
Dado la siguiente configuración de nuestro mecanismo:
Figura 21. Esquema del un mecanismo con 4 nodos conectado por 5 aristas.
Aplicando el método de bilateración, podemos obtener la distancia entre el nodo 0 y 1, a 
partir de las dos distancias que ya conocemos: 0-3 y 3-1.
Figura 22. Selección del nodo que mediante el método basado en la operación de bilateración podemos eliminar.
Por tanto, podemos alterar la configuración de nuestro mecanismo para eliminar el nodo 
3.  Realizada  esta  eliminación,  nuestro  mecanismo  estará  compuesto  por  un  único 
triángulo y añadiremos a nuestro mecanismo una nueva distancia desconocida (0-1). Al 
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eliminar el nodo 3 deberemos eliminar todas las aristas adyacentes a él, en este caso: 0-
3, 2-3 y 3-1.
Figura 23. Eliminación del nodo 3. Esquema resultado.
Para que podamos eliminar un nodo, esté debe de cumplir una única restricción: El nodo 
debe ser adyacente únicamente a dos triángulos. No puede ser adyacente a ningún otro  
nodo. 
Observamos, que en nuestro caso,  el nodo 2 cumple con las restricciones para poder ser  
eliminado y,  por tanto, para aplicar las modificaciones en la configuración del grado 3.  
Esta  observación  es  fundamental,  ya  que  dependiendo  del  nodo  que  apliquemos  la 
modificaciones en nuestro mecanismo la configuración final variara:
Figura 24. Dependiendo del nodo que seleccionemos para aplicar la regla de producción grado tres.
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PSEUDOCÓGIDO:
Iniciaremos la modificación del mecanismo comprobado que el nodo visitado cumple con 
las restricciones: 
En la comprobación determinaremos que las adyacencias que tiene este nodo son tan 
solo de triángulos y el  número correcto para poder ser eliminado (3: numero total  de  
aristas de los triángulos adyacentes a este nodo, excluyendo las aristas compartidas).
Seleccionado el nodo i que cumple con las restricciones, el siguiente paso que deberemos 
realizar es encontrar el resto de nodos que formaran el nuevo triángulo. El primer nodo 
que buscaremos será aquel que comparte dos aristas con el nodo i: j.
Figura 25. Esquema de mecanismo con 4 nodos conectado con 5 aristas.
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i: es el nodo que visitamos en este momento.
si getTriangleAdjacencia(i)==3  y  no haveNAristas(i) 
hacer
para todo los nodos hacer
si caTriangles[i][j] no es vacia hacer
si caTriangles[i][j].size() = 2 hacer
j:comparte dos triángulos con i
Comprobamos que estos dos nodos comparten solo dos triángulos. 
Para encontrar el vértice1 y el vértice2 tan solo deberemos hacer un recorrido por la lista  
que contiene caTriangles[i][j]. 
En estos momentos ya estamos en plena disposición para realizar los cambios oportunos 
en la configuración de nuestro mecanismo. Tan solo nos quedará preservar el estado, ya 
que este estado que estamos visitando puede no estar en nuestro espacios de soluciones 
y nuestra búsqueda podría volver hacía atrás.
MÉTODO THREEGRADE
Deberemos de hacer todas las modificaciones para poder eliminar el nodo  i,  añadir la 
nueva distancia desconocida entre vértice1 y vértice2 y crear el nuevo triángulo vértice1, j,  
vértice2 y otras modificaciones que aplicaremos y explicaremos en su debido momento.
El  primer  paso  que  vamos a  realizar  es  eliminar  todas  las  adyacencias  de  aristas  y 
triángulos con el vértice nodeObjecte (que en nuestra búsqueda, era nuestro nodo i).
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save(i);
ThreeGrade(vertice1,j,vertice,i);
load(i);
acción ThreeGrade(ent node1, ent node2, ent node2, ent 
nodeObjecte)
i:nodos  que  visitamos  para  modificar  la  información 
tras la eliminación del nodeObjecte
para todo los nodos hacer
calcAdjacencies[nodeObjecte][i]=-1;
caTriangles[nodeObjecte][i].clear();
Eliminamos todos los triángulos que contenían el nodeObjecte.
deleteTriangles es un método que busca en caTriangles[nodeX][nodeY] los triángulos que 
tienen como nodo nodeObjecte y los elimina. 
En  este  momento,  podemos  considerar  que  hemos  eliminado  el  nodeObjecte.  Ahora 
debemos de crear el nuevo triángulo entre node1,node2 y node3.
newTriangles es  un  método  que  dándole  como  entrada  tres  nodos,  crea  un  nuevo 
triángulo en el mecanismo. saveArtefacte  es un método que guarda el mecanismo que 
acabamos de modificar. Este nuevo mecanismo lo utilizaremos para visualizar el proceso 
de descomposición de nuestro mecanismo y para calcular las nuevas distancias.
  
A continuación haremos una breve explicación de esté método, que es fundamental para 
el  funcionamiento  de  nuestro  proceso  de  resolución:  makeTriangles.  El  método 
ThreeGrade finalizará dando por eliminado el nodoObjecte y actualizando las adyacencias 
del node2.
MÉTODO MAKETRIANGLES
La finalidad del  método  makeTriangles es generar todos los nuevos triángulos que se 
forman al añadir una nueva distancia en nuestro mecanismo.
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deleteTriangles(node1,node2,nodeObjecte);
deleteTriangles(node2,node3,nodeObjecte);
deleteTriangles(node1,node3,nodeObjecte);
newTriangles(node1,node2,node3);
saveArtefacte(node1,node2,node3,nodeObjecte);
makeTriangles (node1,node3);
nAdjacencies[nodeObjecte]=-1;
nAdjacencies[node2]=nAdjacencies[node2]-1;
En nuestro caso añadimos la distancia entre el nodo1 y el node3. Esta nueva distancia es 
posible que genere nuevos triángulos que antes no existían.
Figura 26. Aplicar  la regla de producción tercer grado del  nodo3. Al  eliminar el  nodo, observamos como generamos dos nuevos 
triángulos: 0-1-2, triángulo que ya esperábamos generar, y, 0-1-4, al añadir la nueva distancia entre 0-1.
Como  podemos  observar  en  la  figura  anterior,  el  mecanismo  original  contenía  dos 
triángulos, el formado por el nodo 0-3-2 y el formado por los nodos 3-2-1. Al eliminar el  
nodo 3, formamos un nuevo triángulo, el triángulo formando por los nodos 0-1-2, pero al 
añadir la distancia 0-1, comprobaremos que se forma un nuevo triángulo, el 0-1-4. 
PSEUDOCOGIDO
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accion makeTriangles (ent node1, ent node2)
var    
b:boleano
nodes: lista[1..nNodes] ent
fvar
El primer paso que realizaremos será buscar qué nodos son adyacentes con el nodo1. 
Una vez obtenemos los nodos adyacentes con nodo1, debemos buscar si esos nodos son 
adyacentes al node2. Hay dos posibilidades para que sean adyacentes.
a. Existe arista entre el nodo “x” y el node2.
b. Existe una arista, entre ambos nodos, que forma parte de un triángulo.
a: b:
Figura 27. Los nodos pueden ser adyacentes a otro nodo o a una arista que forma parte de un triángulo.
•
En ambos casos deberemos de garantizar que node1,node2 y x no forman un triángulo. 
Para el caso de la comprobación de las aristas:
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para todos los nodos hacer
si calcAdjacencies[node1][x]==1
x:contiene los nodos adyacentes con nodo1
si calcAdjacencies[node2][x]=1 y 
no exisTriangles(node1,node2,x) hacer
nodes.incluir(x);
nodes: incluye los nodos que deberemos de 
formar triángulo
fsi
Para el caso de la comprobación de los triángulos:
Ahora  debemos hacer  la  misma comprobación  para  el  node2.  Buscar  todos aquellos 
nodos que sean adyacentes y comparar con todas las aristas y aristas que forman parte 
de un triángulo de node1. 
Para el caso de la comprobación de node1 respecto node2:
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sino
para todo triangulo caTriangles[node2][x] hacer
si no existeTriangulo (node1,node2,x) hacer
nodes.incluir(x)
fsino
para todos los nodos hacer
si calcAdjacencies[node2][x]==1
si calcAdjacencies[node1][x]=1 y no 
exisTriangles(node1,node2,x) 
hacer
nodes.incluir(x);
nodes: incluye los nodos que 
deberemos de formar triángulo
fsi
sino
para todo triangulo caTriangles[node1]
[x] hacer
si no existeTriangulo 
(node1,node2,x) hacer
nodes.incluir(x)
fsino
El último paso, será construir tantos triángulos como nodos tengamos en nodes.
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Si (no nodes= vacia) hacer
para todo x de nodes hacer
newTriangles(node1, x, node2);
nAdjacencies[node1]=nAdjacencies[node1]+1;
nAdjacencies[node2]=nAdjacencies[node2]+2;
caArestes[node1][x]=1;
caArestes[node2][x]=1;
fsi
2.2.2 GRADO 4
Dada las siguientes configuraciones de nuestro mecanismo:
CASO 1: CASO 2:
Figura 28. Caso con 5 nodos conectado con 7 aristas. Denotar la diferencia de la adyacencias: En el primer mecanismo, tan solo el 
nodo 3 está conectado al resto de nodos. En el segundo mecanismo, el nodo 3 y 4 están conectado al resto de nodos. Esto variara la  
aplicación de la regla de producción de grado 4 
Distinguiremos dos tipos de casos:
1. Configuración “2 a 2”  (2 aristas que comparten 2 triángulos) (a)):  Cada par de 
triángulos comparten una única arista.
2. Configuración “1 a 3” (1 arista que comparte 3 triángulos) (b)): Todos los triángulos 
comparten una única arista.
En aplicar el método de bilateración, podremos obtener la distancia entre los nodos 0-2 y  
1-4 para la configuración 2 a 2 y, la distancia entre los nodos 0-1 y 1-2 en la configuración 
1 a 3. En ambos casos podremos eliminar el nodo 3.
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Caso 1:
Figura 29. Aplicación de la regla de producción grado 4 para mecanismo con configuración 2 a 2.
Caso 2:
Figura 30. Aplicación de la regla de producción grado 4 para mecanismo con configuración 1 a 3.
En la configuración 1 a 3, en este caso, observamos que hemos decidido eliminar el 
nodo3, aunque podríamos haber eliminado el nodo4, dando una configuración totalmente 
diferente a la obtenida, sin embargo, igualmente candidata para ser una solución final de 
nuestro problema. 
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PSEUDOCÓDIGO:
El primer paso que realizaremos será comprobar que el nodo que visitemos tiene 4 aristas 
de triángulo adyacentes, es decir, es adyacente tan solo con 3 triángulos.
Definimos  los  nodos  vértices  con  lo  cuales  crearemos  los  nuevos  triángulos.  A 
continuación, determinamos en que configuración nos encontramos. Aunque el resultado 
final sea a efectos de aplicar el grado cuatro muy similar, ya que generamos dos nuevos 
triángulos, introducimos dos nuevas distancias y eliminamos un nodo, la modificación que 
debemos de realizar en ambos mecanismos es sensiblemente diferente (como podemos 
observar en la figura 7). Por este motivo, antes de realizar cualquier tipo de modificación 
en nuestra configuración, debemos saber qué tipo de caso aplicaremos.
    
getModeFourGrade es un método que devuelve cierto si nuestra configuración es 1 a 3 y, 
devuelve falso, si por el contrario, nuestra configuración es a 2 a 2. Este método realiza 
un recorrido por caTriangles[nodeObjecte][X] (X para todo nodo que no sea nodeObjecte) 
y comprueba si comparte con otro nodo tres triángulos.     
En el caso la configuración del mecanismo sea 1 a 3
Primero buscaremos aquel nodo con el que comparte los 3 triángulos. 
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x:nodo candidato para modificar el mecanismo
si getTriangleAdjacencia(x)==4 y no haveNAresta(x) 
hacer
   var vertice1,vertice2,vertice3,vertice4: ent fvar
nodeObjecte=x;
si getModeFourGrade(nodeObjecte) hacer
Cuando  hemos  encontrado  el  vértice3,  encontrar  el  resto  de  nodos  consiste  en  un 
recorrido por la lista asociada a dichos nodos: caTriangles[nodeObjecte][vértice3];
De está forma tenemos los vértices 1,2,3,4 que serán los nodos que formaran los nuevos  
triángulos y el nodeObjecte que será el nodo que debemos eliminar.
En el caso que la configuración del mecanismo sea 2 a 2:
El primero paso a realizar será buscar aquellos nodos que comparten dos triángulos con 
el nodeObjecte.
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mode=3;
y: contiene el nodo que visitamos
para todo y de node hacer(int y=0; y<nNodes && 
vertice3==-1; y++)
si caTriangles[nodeObjecte][y].size()=3 hacer
  vertice3=y;  
para todo nodo que pertenece a caTriangles[nodeObjecte]
[vertice3] hacer
vertice1=nodo1;
vertice2=nodo2;
vertice4=nodo3;
mode=2;
y:nodos que visitamos para comprobar si comparte 
dos triángulos con nodeObjecte
para todo nodo y perteneciente a nodos hacer
 si caTriangles[nodeObjecte][y].size()==2 hacer
vertice2=nodo1;
vertice3=nodo2;
El siguiente paso será buscar aquellos nodos que completaran los nuevos triángulos. El  
nodo vértice1 forma triángulo con el por nodeObjecte y el nodo vértice2 y, el nodo vértice4 
forma triángulo con el nodoObjecte y el nodo vértice3
 
Determinados los nodos vértice1, vértice2, vértice3 y vértice4, nodeObjecte y que tipo de 
configuración debemos de modificar, tan solo nos queda guardar el estado y realizar las  
modificaciones correspondientes.
      
 
MÉTODO FOUR GRADE
La primera modificación que realizaremos será eliminar las adyacencias a nodeObjecte, 
ya sean de aristas o de triángulos.
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para  todo  nodo  y  que  pertenece  a  nodos  
caTriangles[nodeObjecte][vertice2] hacer
si no y= vertice2 hacer
vertice1=y;
para  todo  nodo  y  que  pertenece  a  nodos  
caTriangles[nodeObjecte][vertice3] hacer
si no y= vertice3 hacer
vertice4=y;
save (nodeObjecte);
fourGrade(vertice1,vertice2,vertice3,vertice4,
nodeObjecte,mode ); 
stripTrianglesRec();
load(2);
Este paso podemos hacerlo para ambas configuraciones, ya que en ambas debemos de 
eliminar el nodeObjecte.
Configuración 2 a 2:
El primer paso a realizar será eliminar los triángulos que debido a eliminar el nodeObjecte 
desaparecerán
 
  
A continuación crearemos los nuevos triángulos. De la misa forma, ya que la idea general 
acaba siendo la misma que en el método grado tres, lo primero que haremos es añadir el  
nuevo triángulo. Guardaremos el mecanismo que hemos modificado para posteriormente 
calcular  las  distancias  nuevas.  Por  último,  añadiremos la  distancia  nueva  en  nuestro 
mecanismo  y  modificaremos  las  alteraciones  oportunas  (la  creación  de  nuevos 
triángulos). Tanto en la configuración 2 a 2, como en la configuración 1 a 3, seguiremos 
este mismo procedimiento, que repetiremos dos veces, aunque lógicamente los nodos los 
cuales  formamos  los  triángulos  son  diferentes  y  por  tanto,  obtendremos  diferentes 
resultados.
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acción fourGrade (ent node1, ent node2, ent node3, ent 
node4, ent nodeObjecte, ent mode) 
para todo i perteneciente a nodos hacer
calcAdjacencies[nodeObjecte][i]=-1;
caTriangles[nodeObjecte][i].clear();
fpara
si mode==2 hacer
deleteTriangles(node1,node2, nodeObjecte);
deleteTriangles(node2,node3,nodeObjecte);
deleteTriangles(node3,node4,nodeObjecte);
 Por último marcaremos como que este nodo lo hemos eliminado
  
 Configuración 1 a 3.
Seguiremos exactamente el mismo esquema procedimental que en la configuración 2 a 2,  
aplicando las modificaciones sobre los nodos correspondientes de la configuración 1 a 3.
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newTriangles(node1,node2,node3);
  saveArtefacte(node1,node2,node3, nodeObjecte);
  makeTriangles(node1,node3);
  newTriangles(node2,node3,node4);
  saveArtefacte(node2,node3,node4, nodeObjecte);
  makeTriangles(node2,node4);  
nAdjacencies[nodeObjecte]=-1;
si mode==3 hacer
deleteTriangles(node1,node3,nodeObjecte);
deleteTriangles(node2,node3,nodeObjecte);
 deleteTriangles(node4,node3,nodeObjecte);
  
newTriangles(node1,node2,node3);
  saveArtefacte(node1,node3,node2,nodeObjecte);
makeTriangles(node1,node3);
newTriangles(node1,node3,node4);
saveArtefacte(node1,node3,node4,nodeObjecte);
makeTriangles(node1,node4);
  
nAdjacencies[nodeObjecte]=-1;
nAdjacencies[node1]= nAdjacencies[node1]+1;
nAdjacencies[node3]= nAdjacencies[node3]-1;
2.3 AÑADIR UNA DISTANCIA
Tal y como observamos en el ejemplo del 3RPR, en la situación configuración inicial de 
nuestro mecanismo:
Figura 31. Esquema del mecanismo 3RPR.
Si observamos, no podemos aplicar ninguno de nuestras reglas directamente. Para iniciar 
nuestra exploración necesitamos añadir una nueva distancia. En el caso del 3RPR (solo 
expondremos la parte afectada por la nueva distancia añadida)
Figura 32. Al añadir una distancia nueva en el mecanismo, generamos dos triángulos nuevos: 0-3-4 y 0-1-4.
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Está nueva distancia añadida puede parecer que va en contra de nuestro objetivo para 
encontrar la configuración solución de nuestro mecanismo. Sin embargo, como hemos 
podido observar sin añadir está nueva distancia no podríamos iniciar nuestra búsqueda y 
por tanto, sería imposible realizar la descomposición de nuestro mecanismo. 
Deberemos añadir  una nueva distancia en cada estado de la descomposición que no 
podamos aplicar ninguna de nuestras reglas. 
Al añadir una nueva distancia deberá producir cambios que permite aplicar alguna regla y 
poder avanzar en la descomposición del mecanismo.
AÑADIR UNA NUEVA DISTANCIA o CALCULAR UNA NUEVA DISTANCIA 
Al  aplicar  en  el  mecanismo  las  reglas  de  descomposición  de  nuestro  mecanismo, 
añadimos nuevas distancias que podemos calcular a partir de otras que hemos eliminado:
Figura 33. Mecanismo situado a la izquierda de la figura: Primera distancia añadida en el mecanismo doble mariposa  para su posterior 
descomposición. Mecanismo situado a la derecha de la figura: Mecanismo que aplicamos la regla de descomposición grado 3 en el  
nodo 3. Notamos que existe la nueva distancia que deberíamos de añadir de aplicar la regla de descomposición. 
Diferenciamos por tanto, las nuevas distancias añadidas para poder proseguir con nuestro 
proceso de descomposición de nuestro  mecanismo (caso recursivo)  de las  distancias 
nuevas que añadimos a partir  de aplicar una regla de descomposición. Las distancias 
añadidas a partir de aplicar reglas de descomposición no contabilizan para encontrar la 
solución optima de nuestra búsqueda.
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2.4 CONFIGURACIÓN FINAL
Para encontrar la solución a nuestra exploración el estado el cual estamos visitando debe 
responder a una configuración de este tipo:
Figura 34. Mecanismo con 4 nodos. Observamos que los nodos 0-1 están conectados.
Se define dentro de nuestro regla grado 3, donde la distancia que queramos añadir ya sea 
conocida y existente en nuestro mecanismo.  En el caso que exponemos, suponemos que 
seleccionamos el  nodo 3 para realizar las modificaciones de nuestra regla grado tres. 
Debemos garantizar que la distancia nueva que queremos añadir en la configuración del 
mecanismo ya existe y es conocida. En caso de que no fuera conocida, que ha sido 
generada por  la  creación de otros triángulos o por  el  añadir  una nueva distancia,  no 
estaríamos dentro de un estado solución.
Figura 35. La distancia nueva que debemos de añadir al aplicar la 
regla de producción grado tres sobre este mecanismo, en concreto, 
sobre  el  nodo  3,  añade  una  distancia  que  ya  existe.  Por  tanto, 
hemos encontrado la configuración final.
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getNNodes es un método que retornar el número de nodos que no han sido eliminados en 
el  mecanismo. getDistancia(vértice1,vértice2)  retorna la distancia entre el  vértice1 y el 
vértice2.
Configuración final con más de 4 nodos vivos.
Como hemos comentado en el apartado de solución de la búsqueda, una restricción para 
considerar  que nuestro estado es solución es que nuestro mecanismo tan solo tenga 
cuatro nodos vivos.  Sin embargo, podemos llegar a  un caso similar teniendo más de 
cuatro nodos vivos. 
Dada la siguiente configuración:
Figura 36. La distancia nueva que debemos de añadir al aplicar la regla de producción grado tres sobre este mecanismo, en concreto, 
sobre el nodo 3, añade una distancia que ya existe.  Por tanto, hemos encontrado la descomposición que nos permite llegar a una 
configuración final o, si aun quedan nodos por eliminar en el mecanismo, obtenemos una nueva ecuación de clausura.
49
Vertice1,  vertice2:  contienen  los  vertices  en  los 
cuales debemos de insertar la nueva distancia.
Si getNNodes()==4 y getDistancia(x,y)!=-1 hacer
Observamos que nuestro mecanismo no cumple con las restricciones necesarias para 
considerarlo  una configuración final.  Pero en este caso,  notaremos que se da que al  
eliminar el nodo 3 por la regla grado tres, la nueva distancia que añadimos ya existe en el  
mecanismo. 
En esta situación, que no es solución, obtenemos un estado de donde podemos extraer  
una  ecuación  clausura.  Obviamente,  el  llegar  a  nuestro  configuración  final  implica  la 
obtención de una nueva ecuación.
GRADO DE LIBERTAD.
La  descomposición  del  mecanismo  mediante  el  método  basado  en  la  operación  de 
bilateración nos permite calcular el grado de libertad de dicho mecanismo. El grado de 
libertad  del  mecanismo  vendrá  determinado  del  numero  de  distancias  añadidas  y  el 
numero de ecuaciones obtenidas. 
Grado de libertad= numero de distancias añadidas – numero de ecuaciones
En los ejemplos que veremos a lo largo de está memoria:
• 3RPR: No tiene grado de libertad, ya que obtenemos una ecuación y añadimos una 
única distancia.
• Doble mariposa: obtenemos un grado de libertad. Obtenemos una única ecuación 
pero para encontrar la solución hemos de añadir dos nuevas distancias.
El mecanismo de descomposición además nos permite identificar partes rígidas del propio 
mecanismo. Para identificar dichas partes será necesario obtener una nueva ecuación en 
la cual no hemos tenido que añadir ninguna nueva distancia.
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REGLAS DE DESCOMPOSICIÓN2:
REGLA GRADO 3:
REGLA GRADO 4:
REGLA AÑADIR DISTANCIA: 
2 Figura 37. Reglas de descomposición del método de bilateración. Mecanismos inicial y resultado de aplicar cada una de las reglas 
de producción del método. 
NOTA :Todos los nodos a excepción del nodo i pueden tener más aristas adyacentes que las que hemos dibujado. No las dibujaremos 
para la claridad del esquema.
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2.5 SIMULACIÓN DEL MÉTODO DE BILATERACIÓN
2.5.1EJEMPLO: DOBLE MARIPOSA
A continuación realizaremos cada uno de los pasos  del método descrito en el apartado 
anterior al mecanismo de Doble mariposa.
   
    
Nota: A cada paso de la secuencia del método de stripTriangles mostraremos:
• El mecanismo especifico que modificamos, añadiendo una nueva distancia o los 
mecanismo obtenidos aplicando las reglas de descomposición .
• La modificación en el  mecanismo: Como la modificación aplicada en el  anterior 
punto afecta al mecanismo general.
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SECUENCIA DEL MÉTODO BILATERIZACION
Figura 38. Mecanismo doble mariposa.
Paso 1 Añadimos una nueva distancia: 0-3. Generamos nuevo triángulo: 1-3-10
Figura 39. Añadimos una nueva distancia para poder iniciar la descomposición del mecanismo.
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Paso 2: Aplicamos la regla de Grado 4 en el nodo 10 (2 a 2). 
Añadimos nuevas distancias: 1-4 y 2-3. Generamos nuevos triángulos: 1-3-4 y 1-3-2.
Primer mecanismo que generamos:
Figura 40. Primer mecanismo generado después de aplicar la regla de producción grado cuatro.
Segundo mecanismo que generamos:
Figura 41. Segundo mecanismo generado después de aplicar la regla de producción grado cuatro
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Mecanismo resultado:
Figura 42. Mecanismo resultado una vez aplicada la regla de producción grado cuatro.
Paso 2: Añadimos una nueva distancia:1-6
Figura 43. Mecanismo resultado de añadir una nueva distancia para proseguir con la secuencia de descomposición.
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Paso 3: Aplicamos la regla de Grado 3 en el nodo 3: 
Añadimos una nueva distancia 1-8. Añado un nuevo triangulo 1-6-8
Figura 44. Mecanismo generado de aplicar la regla de producción del grado tres.
Mecanismo resultado:
Figura 45. Mecanismo resultado de aplicar la regla de producción grado tres.
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Paso 4: Aplicamos la regla de Grado 3 en el nodo 6.
Figura 46. Mecanismo generado de aplicar la regla de producción grado tres.
Mecanismo resultado:
Figura 47. Mecanismo resultado de aplicar la regla de producción grado tres.
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Paso 5: Aplicamos la regla Grado 4 en el nodo 1.
Primer mecanismo:
Figura 48. Primer mecanismo generado de aplicar la regla de producción grado cuatro en el nodo 1.
Segundo mecanismo:
Figura 49. Segundo mecanismo generado de aplicar la regla de producción grado cuatro en el nodo 1.
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Mecanismo resultado:
Figura 50. Mecanismo resultado de aplicar la regla de producción grado cuatro en el nodo 1.
Paso 6: Aplicamos la regla de Grado 3 en el nodo 6
Figura 51. Mecanismo generado al aplicar la regla de producción grado tres para el nodo 6.
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Mecanismo resultado:
Figura 52. Mecanismo resultado al aplicar la regla de producción grado tres para el nodo 6.
Paso 7: Aplicamos la regla de Grado 3 en el nodo 4:
Figura 53. Mecanismo generado al aplicar la regla de producción grado tres para el nodo 4.
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Mecanismo resultado y ESTADO SOLUCIÓN:
Figura 54. Mecanismo resultado y solución de la descomposición utilizando el método basado en la operación de biletaración.
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3 MÉTODO DE SUAVIZADO DE COTAS DE DISTANCIAS 
DESCONOCIDAS
3.1 MÉTODO SUAVIZADO DE COTAS DE DISTANCIAS 
DESCONOCIDAS CON DESIGUALDADES TRIANGULARES3
El  primer  paso  que  realizaremos  para  encontrar  las  configuraciones  finales  o  el  
movimiento de nuestro mecanismo, será aplicar el  método de Suavizado de cotas de 
distancias (Bound Smoothing) a partir de desigualdades triangulares. El objetivo de dicho 
método  será  elaborar  una  primera  aproximación  para  todas  aquellas  distancias 
desconocidas.
Para cada distancia desconocida entre dos nodos, definiremos una cota superior e inferior 
Figura 55. La distancia entre los nodos 0-2 es desconocida. Por tanto, definimos la cota superior(linea discontinua de la figura), la cota 
inferior (linea continua de color negro). La cota superior tienen que tomar valores que no puede ser inferiores al valor de la distancia  
real (la linea continua de color rojo). La cota inferior no podrá ser mayor que la distancia real. 
El objetivo de aplicar el método será que ambas cotas se aproximen al valor real de la 
distancias  que  desconocemos.  En  adelante,  u i j  será  como  denotaremos  la  cota 
superior entre el nodo i y el nodo j, y  l i j para la cota inferior entre ambos pares de 
nodos. 
3 Para ampliar la información consultar Distance Geometry and Molecular Conformation [6]
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Propiedades de estas distancias:
• u i j≥d i j∧ ui j≥l i j .  La  cota  superior  no  podrá  tomar  valores  inferiores  a  la 
distancia real y a la cota inferior. 
• l i j≤d i j∧ l i j≤u i j .  La  cota  inferior  no  podrá  tomar  valores  superiores  a  la 
distancia real y la cota superior. 
Por tanto podremos definir un intervalo para cada distancia desconocida: 
[ li j , u i j] donde l i j≤d i j≤ui j
PROPIEDADES DE LOS TRIÁNGULOS
Si seleccionamos un triángulo cualquier de nuestro mecanismo, definidos por los nodos i, j 
y k.
Definimos la distancia entre el nodo  i , k como:  l i k≤d i k≤u i k  y la distancia entre los 
nodos k , j como: l k j≤d k j≤uk j , entonces:
1) d i j≤d i k+d k j . La distancia entre  i y k  sumada a 
la  distancia  entre  k y j no  podrá  ser  superior 
distancia entre i y j .
2) ∣d i k−d k j∣≤d i j :  La  resta  entre  la  distancias  entre 
i y k  y la distancia entre  k y j  es inferior a la 
distancia entre i y j .
Figura 56. Distancia desconocida entre el nodo i y  j.
Con  el  objetivo  de  mejorar  las  cotas  que  tenemos  de  las  distancias  desconocidas, 
podemos demostrar que los limites superiores entre los nodos i y k , y nodos k y j , 
han de ser inferiores a las cotas de la distancia desconocida entre nodo  i y j , es decir:
• u i j≤ui k+uk j
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Para calcular el límite de la distancia superior no podremos tener en cuenta los límites 
inferiores entre los nodos i y k , y los nodo k y j , debido a que la cota inferior será un 
límite que infringiría la función de factibilidad donde todo límite superior no puede ser 
inferior a la distancia real.
Aplicando la segunda propiedad para la cota inferior resulta:
• max (l i k−uk j ,l k , j−u i k )≤li j
Como  sucede  en  la  cota  superior,  en  el  caso  de  la  inferior  queremos  la  cota  más 
prometedora, por tanto calcularemos el valor máximo sin que comprometa la factibilidad 
del resultado final. Es por ese motivo que en los límites l i k−uk j , l k , j−ui k  realizamos la 
resta siempre sobre las cotas superiores, ya que utilizando las cotas inferiores podría 
suceder  que  el  límite  inferior  supere  a  la  distancia  real.   De  los  dos  limites  más  
prometedores seleccionaremos aquel que sea máximo.
PSEUDOCOGIDO
Estructura de datos necesarias:
Inicialización de la estructura de datos:
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mat: Matriz de enteros;
upper: Matriz de enteros;
lower: Matriz de enteros; 
Si mat[i][j]!=-1 hacer
upper[i][j]=mat[i][j];
lower[i][j]=mat[i][j];
Si mat[i][j]=-1; hacer
upper[i][j]=MAX_ENTERO;
lower[i][j]=0;
Si la distancia es conocida, sus limites superiores e inferiores son la misma distancia. 
Pero por el contrario, si la distancia es desconocida, la cota superior tomará el valor más 
grande posible y la cota inferior cero.
Esquema general:
El método anterior realizá un recorrido por toda las distancias del mecanismo, en nuestro  
caso,  siguiendo  la  secuencia  del  método  de  descomposición  del  bilateración,  donde 
primero  comprobará  si  es  conocida.  Si  desconocemos  la  distancia,  realizaremos  la 
comparación entre los límites más prometedores comentados en el apartado anterior. Una 
vez  seleccionados  los  limites  más  prometedores  para  cada  distancia  realizaremos  la 
comprobación si son correctos. 
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para todo nodo i y j pertenecientes a nodos hacer
dij: distancia desconocida entre el nodo i y j
k: identificador del nodo que visitamos
para todos los nodos k perteneciente a nodos hacer
si i!=j!=k y mat[i][j]==-1 hacer
si u[i,j] > u[i,k] + [k,j] hacer
u[i,j] = u[i,k] + [k,j];
si l[i,j] < l[i,k] – u[k,j] hacer
l[i,j] < l[i,k] – u[k,j];
si l[i,j] < l[j,k] – u[k,i] hacer
l[i,j] < l[j,k] – u[k,i];
si u[i,j] < l[i,j] hacer
error "Limites no factibles"
3.2 MÉTODO DE SUAVIZADO DE COTAS DE DISTANCIAS 
DESCONOCIDAS CON DESIGUALDADES 
TETRANGULARES4
Pese  la  eficiencia  computacional  de  este  método cuando  tratamos las  desigualdades 
triangulares, como hemos podido comprobar, necesitamos un método el cual nos permita 
encontrar cotas más ajustadas. Para ello es necesario aplicar un orden superior en el 
suavizado. El método que utilizaremos es conocido con el nombre de suavizados de cotas 
de distancias con desigualdades tetrangulares
Para  aplicar  las  desigualdades  tetrangulares  sobre  cuatro  nodos  cualquiera  del 
mecanismo debemos utilizar el método descrito en Cripper & Havel 1988. Este método se 
basa en aplicación de una serie de patrones como se describe a continuación:
Leyenda de los patrones de las desigualdades tetrangulares:
Patrones para los cotas superiores de las desigualdades tetrangulares:
Superior 1: Superior 2: Superior 3:
Figura 57. Patrones para las cotas superiores de las desigualdades tetrangulares del método de suavizado de cotas de distancias.
4 Para ampliar la información consultar Distance Geometry and Molecular Conformation [6]
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Patrones para los cotas inferiores de las desigualdades tetrangulares:
Inferior 1: Inferior 2:
Inferior 3: Inferior 4:
Figura 58. Patrones para las cotas inferiores de las desigualdades tetrangulares del método de suavizado de cotas de distancias.
Aplicación de los patrones
Dado el siguiente mecanismo:
                                                              Figura 59. Mecanismo donde desconocemos la distancia entre 0-5.
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Este mecanismo contiene 4 nodos, supongamos que la distancia que desconocemos es la 
0-5.  Seleccionaremos el  primer patrón del  límite  superior  para substituir  y  obtener  un 
límite superior para la distancia desconocida:
El primer paso antes de realizar la substitución será identificar los nodos del mecanismo 
con su representación en el patrón. 
Figura 60. Aplicación del primer patrón de cotas superiores.
Si observamos la figura, podremos ver como la distancia desconocida será 0-5, en el  
patrón se representa por la distancia 3-4.  El siguiente paso y definitivo será substituir los 
nodos restantes, seleccionando el nodo 3 como la representación del nodo 1 del patrón y, 
el nodo 4 como el del nodo 2 . Para completar la substitución deberemos de tener los 
limites superiores e inferiores del mecanismo original:
Matriz de limites superiores:
Id Node 0 3 4 5
0 0 4 10 x
3 4 0 5 4
4 10 5 0 6
5 x 4 6 0
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Matriz de limites inferiores:
Id Node 0 3 4 5
0 0 4 2 x
3 4 0 5 2
4 2 5 0 6
5 x 2 6 0
Seleccionaremos  los  límites  superiores  o  inferiores  de  las  distancias  del  mecanismo 
dependiendo  del  patrón.  Si  deseamos  la  distancia  que  une  al  nodo  1-2  del  patrón, 
deberemos  seleccionar  el  límite  superior  de  la  distancia  que  une  los  nodos  3-4.  Y 
realizaremos el mismo proceso para el resto de distancias.
El resultado final de la sustitución será el siguiente:
Figura 61. Substituir los valores de las distancias, conocidas y desconocidas, para cada cota en el patrón.
Una  vez  obtenidos  los  valores  para  cada  distancia  del  patrón  podemos  extraer  los 
siguientes valores: d12= 5; d13  = 4; d14 = 4; d23 = 6;  d24 = 2 y d34  = X. Dado que la 
distancia entre 3,4 debe satisfacer la siguiente ecuación:
 Imagen 6. Para obtener la cota superior  para la distancia entre el 
nodo  3-4,  deberemos  resolver  substituyendo  los  valores  de  las 
distancias del patrón en este determinante.
69
Para obtener la distancia desconocida basta con substituir  en la ecuación anterior los 
valores  obtenidos  de  aplicar  el  patrón  en  el  mecanismo,  dando  como  resultado  una 
ecuación con una sola incógnita. Como desconocemos la distancia X = d 34 , al expandir 
el determinante anterior obtendremos una ecuación de segundo grado:
Imagen 7. Ecuación de segundo grado que debemos de resolver para obtener la cota superior para la distancia entre los nodos 3,4.
Al  tratarse  de  una  cota  superior,  hemos  de  seleccionar  la  siguiente  solución  de  la 
ecuación de segundo grado:
Imagen 8. Resultado que debemos de seleccionar de la solución ecuación de segundo grado para la cota superior.
En el caso que hagamos todo este proceso con un patrón para el cálculo de una cota 
inferior, debemos de seleccionar la siguiente solución de la ecuación de segundo grado:
Imagen 9. Resultado que debemos de seleccionar de la solución ecuación de segundo grado para la cota inferior.
En  este  momento,  ya  hemos  obtenido  una  posible  cota  superior  para  la  distancia 
desconocida. Para finalizar el proceso, hemos de realizar el mismo proceso para el resto  
de los patrones de cotas superiores. Al obtener la totalidad de las cotas superior para la  
distancia desconocida, debemos de seleccionar el valor superior:
Imagen 10. Una vez realizado el mismo cálculo para todos los patrones de las cotas superiores, seleccionar el máximo como la nueva 
cota de la distancia desconocida.
Para  obtener  la  cota  inferior  debemos  de  aplicar  el  mismo  procedimiento  para  los 
patrones que calcularan las cotas inferiores. Cuando obtengamos los resultados de cada 
patrón, el valor para la cota inferior será el mínimo del conjunto de valores obtenidos:
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Imagen 11. Una vez realizado el mismo cálculo para todos los patrones de las cotas inferiores, seleccionar el mínimo como la nueva  
cota de la distancia desconocida.
Una  vez  obtenidas  las  cotas  superiores  para  la  distancia  desconocida,  debemos  de 
compararla con los límites que hemos obtenido en anteriores iteraciones. De tal manera, 
que en el caso de la cota superior, si el nuevo valor es inferior al que ya teníamos, la  
nueva cota será el  nuevo límite superior y,  análogamente si  la nueva cota inferior  es 
superior al valor de la que ya teníamos, esta será la nueva cota inferior. Esta comparación 
y  substitución  de  valores  responde  a  nuestro  objetivo  de  encontrar  los  limites  que 
converjan al valor real de la distancia desconocida.
APLICAR SUAVIZADO DE COTAS DE DISTANCIAS DESCONOCIDA CON 
DESIGUALDADES TETRANGULARES
El esquema del método es el siguiente:
PASO 1: Suavizado de cotas con desigualdades triangulares.
Los  límites  superiores  e  inferiores  para  cada  distancia  obtenida  son  infinito  y  0 
respectivamente.  Para  realizar  una  primera  aproximación  explotando  la  eficiencia 
71
método CalculeDistanceUnknowTetra () 
BoundSmootingTree();
CalculeDistanceUnknowArtefactes();
CalculeDistanceUnknowMecanisme();
fmétodo
  
computacional  del  método  Suavizado  de  cotas  con  desigualdades  triangulares, 
aplicaremos esté método con el  objetivo de obtener rango mucho más próximos a la 
solución final aunque no definitivos.
PASO  2:  Suavizado  de  cotas  con  desigualdades  tetrangulares  para  los  mecanismos 
obtenidos en el método de bilaterización ( CalculeDistanceUnknowArtefactes()):
Seleccionaremos los mecanismos obtenidos de la descomposición del mecanismo inicial. 
Realizaremos un recorrido aplicando el método de suavizado de cotas para distancias 
desconocidas con desigualdades tetrangulares.  El recorrido responderá a la siguiente 
serie:
a1, a2, …....., an-1, an, an-1, ….…, a2, a1, a2, ….…, an-1, an, an-1,... …. a2, a1
Tomando los mecanismo obtenidos en la descomposición del mecanismo 3RPR:
a1: a2:
Figura 62. Mecanismos obtenidos en la secuencia de descomposición aplicando el método basado en la operación de bilateración en 
el  mecanismo 3RPR.
En nuestro caso la serie de aplicación del método sería:
a1, a2 ,a1, a2, …........, a1, a2, a1
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Realizaremos esté método acotando al máximo los rangos hasta que ya no sea posible 
acotar más las distancias desconocidas.
El recorrido tiene por objetivo que al modificar una distancia desconocida de uno de los 
mecanismos generados afecte inmediatamente al resto de mecanismos obtenidos en el  
paso de descomposición del método de bilateración.
Figura 63. El cálculo de la distancia 0-5 afectará en el cálculo de la distancia 1-5.
PASO 3: Suavizado de cotas para todo el mecanismo:
Una vez hemos acotado al máximo las distancias desconocidas para los mecanismos 
generados aplicaremos el método de suavizado para todo el mecanismo. 
En el  caso que lleguemos en un estado que no sea solución pero que no podamos 
realizar  ningún  mejora,  seleccionaremos  el  rango  mayor,  lo  dividiremos  por  2  y 
volveremos aplicar el método hasta llegar a las soluciones finales.
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PROBLEMA CON EL MÉTODO DE SUAVIZADO DE DISTANCIAS CON 
DESIGUALDADES TETRANGULARES:
A continuación argumentaremos los motivos por los cuales no obtuvimos las soluciones 
deseadas y esperadas con este método, son por varias razones:
• En el cálculo de la cotas superiores e inferiores para la distancias desconocidas, 
hemos de garantizar que tres de los cuatro nodos que forman el tetraedro no son 
colineales,  es  decir,  no  pueden  existir  tres  nodos  alineados.  En  el  caso  de 
producirse colinealidad, el algoritmo se complica hasta el punto en que se convierte 
en un estudio de caso a caso. Por cada patrón de un total de siete para el estudio  
de las cotas de las distancias desconocidas, hemos de evaluar los cuatro casos 
posibles, realizando una explosión combinatoria con su posterior reagrupamiento 
quedando en un total de 10:
Imagen 12. Agrupación de patrones para el estudio de las cotas superiores e inferior de las distancias desconocidas.
Sin embargo, la implementación de un método que compruebe la colinealidad de 
los nodos de un tetraedro se alejaba de nuestro objetivo de simplicidad y intuitivo 
para el diseño de nuestros algoritmos. El autor del algoritmo de suavizado de cotas 
para distancias de desconocidas no ofrecé ningún método,  tan solo ofrece una 
solución teórica donde comprueba la colinealidad de los nodos. 
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• No podemos fijar  la dimensión del  método de suavizado de cotas para realizar 
únicamente  el  estudio  en  el  plano.  El  método  no  ofrece  ninguna  solución  que 
permita realizar únicamente el cálculo para mecanismo situados en el plano.
Si realizamos el estudio del siguiente mecanismo:
Figura 64. Mecanismo 3RPR.
Fijamos como distancia a suavizar la d 13  y fijamos la distancia d 0 4= 1
Figura 65. Seleccionamos la distancia entre el nodo 1 y 3 (linea discontinua de color azul). Fijamos la distancia d04 (linea 
continua de color rojo) a 1.
En nuestro estudio del plano encontramos tan solo dos posibles soluciones:
      d 13=0 d 13=1
Figura 66. Dos posibles modos de ensamblaje del mecanismo en el plano fijando la distancia 1,3.
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No obstante las posibles soluciones correctas para esta distancia desconocida:
d 1 3∈[0, 1]
Ya que el mecanismo puede rotar sobre el nodo 2 obteniendo todas las posibles 
configuraciones en este rango. Como el  método de suavizado de cotas no nos 
permite determina la dimensión en la cual realizamos el estudio, llegados a este 
punto el método no seguirá suavizando la  d 13 y por tanto, no obtendremos las 
dos soluciones esperadas.
• Finalmente, cabe destacar que el autor del algoritmo de suavizado de cotas con 
desigualdades  tetrangulares  admite  que  no  se  conoce  ningún  método  que 
garantice el resultado esperado. El autor asegura que no es posible implementar 
una función  admisible  para  encontrar  las  cotas  superiores  e inferior  para  cada 
tetraedro, simplemente, en el mejor de los casos entendiendo que no se producen 
errores,  puede  ofrecer  aproximaciones  mejores  que  el  mismo  método  con 
desigualdades  triangulares  y  repetidas  iteraciones  de  este  método  no  tienen 
porque converger a la solución [6].
Como  solución  a  este  problema,  implementamos  el  método  de  proyección  y 
desproyección  que  se  basa  en  una  suavizado  de  cotas  de  distancias  desconocidas 
unidimensonal.  Este  método  nos ofrece solución  para  los  tres  puntos  del  método de 
suavizado de cotas para desigualdades tetrangulares.
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4 MÉTODO DE PROYECCIÓN Y DESPROYECCIÓN
4.1 INTRODUCCION
El método de proyectar y desproyectar se basa en el método de suavizado de cotas para 
distancias desconocidas en la recta.
Suponemos  que  tenemos  el  siguiente  mecanismo  donde  desconocemos  la  distancia 
d i j :
Figura 67. Mecanismo donde desconocemos la distancia entre i-j.
Proyectaremos  los  nodos,  sin  conocer  las  coordenadas,  sobre  una  recta  para  poder 
realizar el suavizado de las cotas de las distancias desconocidas:
Figura 68. Proyectaremos los nodos sobre la recta. Notar que los nodos k y n coinciden en su proyección.
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Posteriormente realizaremos el recortado de las cotas de las distancias desconocidas a 
partir de igualdades triangulares y desproyectaremos para calcular el valor de la distancia 
entre i-j.
Una vez tengamos todos los valores para las distancias desconocidas de cada uno de los 
modos  de  ensamblaje  de  nuestro  mecanismo,  tan  solo  nos  quedará  obtener  las 
coordenadas.  Para  obtener  las  coordenadas  de  cada  nodo  utilizaremos  la  matriz  de 
Gramm y la factorización de Cholesky [7] de la matriz de Gramm derivada de la matriz de  
distancias..
El  método  de  proyectar  y  desproyectar  nos  permite  encontrar  una  solución  para  el  
problema  que  nos  daba  el  método  de  suavizado  de  cotas  para  desigualdades 
tetrangulares. La principal diferencia es que ya nos realizamos el calculo de las nuevas 
cotas en el plano sino en la recta, por tanto, no debemos de tener un tratamiento especial 
para  los  nodos  cuando  son  colineales  y  fijamos  la  dimensión  en  la  cual  estamos 
proyectando, por lo tanto, podemos realizar el calculo para mecanismos planos.
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4.2 MÉTODO: PROYECTAR, RECORTAR Y DESPROYECTAR5.
En  el  proceso  de  descomposición,  hemos  podido  observar  como  las  distancias 
desconocidas guardan una serie de restricciones las cuales fundamentan la configuración 
final  de  nuestro  mecanismo.  Dado  un  numero  finito  de  coordenadas  definidas  por  la 
posición  de  los  nodos  del  mecanismo,  definiremos  las  restricciones  como  aquellas 
distancias conocidas, entre los nodos, y que por tanto, no podremos variar. 
Si seleccionamos una distancia desconocida de la figura del 
mecanismo, la distancia entre los nodos 1 y 5.  El  rango de 
valores que puede tomar está distancia está supeditada a que 
permanezcan invariables las distancias ya conocidas entre el 
resto de nodos del mecanismo. 
          Figura 69. Mecanismo 3RPR.
Nuestro problema se reduce a una resolución de un sistema de restricciones geométricas. 
El  método de bilateración  ofrece el  poder  transformar  este  problema de restricciones 
geométricas en un problema algebraico, donde obtendremos ecuaciones las cuales nos 
permitirán obtener valores exactos para las distancias desconocidas. 
Nuestro método propone un enfoque diferente donde el objetivo sea realizar operaciones 
geométricas intentando simplificar la dificultad operacional de un sistema de resolución 
algebraico. Reduciremos nuestro problema a un sistema de restricción de distancia entre 
par de nodos o puntos de nuestro mecanismo. El número total de distancias que contiene 
entre pares de nodos de un mecanismo compuesto por n nodos es: n−(n−1)/2 . En el 
caso del mecanismo de la figura obtendremos un total de 15 distancia donde 6 de ellas 
serán desconocidas. Obtenemos que 9 distancias son conocidas de un mecanismo que 
contiene 6 nodos totales. 
5 Para ampliar la información consultar el articulo de Federico Thomas: Solving Geometric Constraints by Iterative Projections and 
Backprojections 
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Nuestro  método  de  resolución  deberá  encontrar  el  valor,  o  valores,  para  todas  las 
distancias desconocidas del mecanismo y que además sean compatibles con las que ya 
conocemos.
Para formalizar nuestro problema, definiremos un grafo G G=(V n , E )siendo V n={1,... , n}  
,  V n donde son los nodos que contiene nuestro mecanismo y  E  un conjunto de 
aristas que representan las distancias ya conocidas. Además, deberemos de construir una 
matriz de intervalos distancias, 
a ij=(x j− x i)
2∀ij
Podemos deducir fácilmente que una particularidad de está matriz de intervalos será que 
los valores de su diagonal serán igual 0.
Sin embargo, podremos observar que muchos posiciones de la matriz no contendrá valor 
ya que pertenecen a las distancias desconocidas. De la misma forma que en el anterior 
método de resolución:
• Necesitaremos un limite superior e inferior  por cada distancia desconocida. En 
consecuencia,  tomaremos  para  cada  distancia  desconocida  un  intervalo  del 
superior  tipo  [inferior,  superior],  donde inferior<=superior  e  inicialmente,  inferior 
será 0 y superior infinito. Si durante la resolución de nuestro sistema llegamos a 
un estado donde para alguna distancia: inferior>superior, significará que nuestra 
configuración  es  incorrecta  y  no  seguiremos  explorando   los  siguientes 
subespacios.
• Aplicaremos un primer método que consiga recortar al máximo los valores para 
estos  límites  para  cada  distancia  desconocida.  La  aplicación  del  método  de 
suavizado de cotas con desigualdades triangulares nos permitirá reducir el rango 
para  cada  distancias  desconocida.  Obtendremos,  para  cada  distancia 
desconocida, límites superiores e inferiores con valores mucho más próximos al  
valor de la distancia real.
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A continuación  aplicaremos  un  método  basado  en  proyectar  y  desproyecciones  para 
encontrar las distancias desconocidas. En ocasiones simplemente aplicando este método 
no será suficiente para obtener las soluciones que formaran parte de las configuración 
final  de  nuestro  mecanismo,  tan  solo  obtendremos  rangos  con  valores  muchos  más 
cercanos a la distancia real. Cuando nos quedamos sin la posibilidad de mejorar ningún 
rango, seleccionaremos el rango más grande, lo dividiremos en dos y aplicaremos de 
nuevo el método de proyectar y desproyectar. Finalizara el proceso cuando obtengamos 
todas las posibles configuraciones para nuestro mecanismo. 
Método de proyectar y desproyectar
Consideraciones teóricas:
 Figura 70. Triángulo formado por el nodo i,j y n. 
Aplicando el teorema del coseno, podemos determinar directamente que :
G [ i , j ]=〈 xi−xn , x j−x n〉=d i n∗d j ncos (Bi j)=1 /2(d i n
2 +d j n
2 −d i j
2 )
Cada una de los elementos de esta matriz contiene el producto escalar de dos vectores 
(x i− xn , x j−xn) . Este tipo de matrices se les denomina gramiana o matrices de Gram.
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Operación I: Proyección
Figura 71. Primera proyección sobre el eje formando entre los nodos n,1. 
Está operación consiste proyectar diferentes nodos sobre dos nodos seleccionados como 
ejes de coordenadas. 
El  primer  paso  será  seleccionar  qué  nodos  formaran  el  eje.  En  nuestro  caso, 
seleccionamos el nodo 1 y el nodo n, esté último será nuestro origen del eje. Con el eje  
fijado, seleccionaremos el resto de nodos que queremos proyectar sobre el mismo. 
Proyectamos del nodo d 1n en el eje seleccionado:
Para realizar la proyección del nodo i sobre el eje de coordenadas aplicaremos el teorema 
del coseno:
d i n=d i n∗cos Bi=1 /2(d 2
i n+d 2
1 n−d i 1
2 )
Por  tanto,  si  la  distancia  entre  los  nodos  i  y  j  es  desconocida,  podemos  definir  su 
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proyección sobre el eje como:
d i j=d i n−d j n=1/2⋅d 1n(d i n
2 −d j n
2 +d j 1
2 −d i 1
2 )
Proyección ortogonal de la componente dij:
Figura 72. Proyección ortogonal  sobre el eje formando perpendicularmente al nodo n. 
Para realizar la proyección ortogonal consideraremos un eje ortogonal respecto al primer 
eje que hemos definido. Esta proyección resulta:
(⊥d i j)
2=d i j
2 −d i j
2 =d ij
2−1 /4⋅d 1n
2 (d i n
2 −d j n
2 +d j 1
2 −d i 1
2 )2
Operación 2: Suavizado de distancias
Al realizar la proyección ortogonal, podemos observar como se proyectaran los cuatros 
nodos sobre el nuevo eje definido, el cual tiene como origen de coordenadas el nodo n.
Figura 73. Proyección ortogonal del los nodos del tetraedro. Notar que el 
nodo 1 coincide su proyección con el nodo n.
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Notaremos que la proyección ortogonal del nodo 1coincide con la misma proyección que 
el nodo n.
En este momento, nuestro problema se ha reducido a comparar distancias a partir  de 
igualdades triangulares. Si consideramos el caso general, el valor de la distancia  d ij  
sólo puede tomar dos valores posibles:
• ⊥d i j=∣⊥d i n−⊥d j n∣ :
Figura 74. El nodo n está situado a un extremo del nodo i, j.
• ⊥d i j=∣⊥d i n+⊥d j n∣ :
Figura 75. El nodo n está situado entre el nodo i, j.
• ⊥d i j=∣⊥d i n−⊥d j n∣∪∣⊥d i n+⊥d j n∣
Cuando obtenemos intervalos no vacíos para ∣⊥d i n−⊥d j n∣ y ∣⊥d i n+⊥d j n∣ nos 
quedaremos con la unión convexa de ambos
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Operación 3: Desproyección
Figura 76. Primera proyección y la proyección ortogonal para realizar el cálculo.  
Una vez obtenida los valores de la primera proyección ( d i j ) y el valor de la segunda 
proyección ( ⊥d i j ) para la distancia desconocida, podemos realizar la desproyección 
basándonos en la siguiente igualdad:
d i j=√d i j2 +⊥d i j2
Esta igualdad pertenece al teorema de Pitágoras y nos servirá para calcular la distancia 
desconocida entre los nodos i y j.
Figura 77. A partir de la distancia calculada a partir de la primera proyección (linea continua de color rojo) y de la segunda proyección  
(linea continua de color azul) podemos calcular mediante el teorema de Pitágoras el nuevo valor para la distancia d i j
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PSEUDOCÓDIGO
FindInBox:
FindInBox es nuestro método fuerza bruta que tiene la responsabilidad de encontrar las 
distancias desconocidas que formaran las nuevas configuraciones correctas de nuestro 
mecanismo.
El esquema general del método FindInBox es el siguiente:
*Para simplificar y claridad del esquema hemos omitido la comprobación a cada paso que 
el resultado es correcto (result == 1). 
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método FindInBox ( Dist, n) 
//Suavizado de las distancias desconocidas
boundSmoothing();
mientras no smallMat(Dist, n) hacer
para i = 1 hasta n hacer
para j = i+1 hasta n hacer
//Recortar las distancias
[result, Dp, v] = Project(Dist, n);
*[result, Dp] = OneEmbed(Dp, n-1);
*[result, Dist] = BackProject (Dist,Dp,v,n);
//Llamada recursiva
*[Dl, Dr] = Bisect( Dist, n);
FindInBox(Dl, n);
FindInBox(Dr, n);
return;
fpara
fmientras
fmétodo
  
Utilizamos un método de fuerza bruta con poda. Deberemos de realizar una búsqueda 
exhaustiva por todo nuestro espacio de soluciones, de tal manera, que para cada rango 
de  las  distancias  desconocidas,  deberemos  de  suavizarlas  y  recortarlas,  eliminando 
aquellos posibles rangos que nos lleven a una configuración estable y expandiendo los 
que nos lleven a cumplir con las restricciones geométricas impuestas por el problema. 
Durante la expansión de la posible solución, llegamos a un estado donde no podemos 
seguir recortando o suavizando ninguna de las distancias desconocidas, dividiremos el 
rango de la distancia desconocida que sea mayor y proseguiremos con nuestra búsqueda.
Encontraremos solución,  cuando  el  rango  de  las  distancias  desconocidas  de  nuestra 
posible solución sea lo suficientemente pequeña como precisa para poder considerar que 
es una nueva configuración de nuestro mecanismo.
Inicialmente las distancias desconocidas tomaran un valor  [0,+∞] . El primer paso de 
nuestro  método  será  aplicar  un  suavizado  con  el  método  suavizado  de  cotas  para 
distancias  desconocidas  con  desigualdades  triangulares.  Este  paso  suavizará  las 
distancias  desconocidas  acotando  los  valores  posibles  para  los  limites  inferiores  y 
superiores.
RECORTE DE LA DISTANCIAS:
Para realizar el recorte de las distancias utilizaremos tres métodos:
• Proyección
• Suavizado en la recta
• Desproyectar
A continuación comentaremos detalladamente el esquema, comportamiento y objetivo de 
cada uno de estos métodos:
PROYECCIÓN:
Este método tiene por objetivo realizar las dos proyecciones necesarias para recortar las 
distancias desconocidas. . El esquema del método Project es:
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La primera proyección (v) que realizaremos deberemos seleccionar dos nodos cualquiera 
del mecanismo (en nuestro caso, para simplificar los cálculos, seleccionamos el nodo 1 y  
el  nodo n).  Y proyectamos el  resto de nodos del  mecanismo sobre este eje que une 
ambos nodos. Está proyección la utilizaremos cuando realizaremos la desproyección. 
Figura 78. Proyectamos sobre el nodo i sobre el eje que generamos entre el nodo 1 y n. 
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método [result, Dp, v] = Project ( Dist, n) 
v: Contiene la primera proyección.
Dp: Contiene la proyección ortogonal. 
para i = 1 hasta n hacer
v[i] = (D[i,n] + D[1,n] – D[i.1]) /(2* sqrt(D[1,n])));
fpara
para i = 1 hasta n hacer
para todo j = 1 hasta n hacer
Dp[i,j] = D[i,j] – (D[i,n] – D[j,n] + D[j,1] – 
D[i,1])^2 / 4 * D([1,n]);
fpara
fpara
fmétodo 
La  proyección  ortogonal  (Dp)  la  realizaremos  perpendicularmente  al  eje  que  hemos 
seleccionado en la primera protección ( d 1n ) . 
Figura 79. Realizamos la proyección del nodo i sobre el eje perpendicular al eje formado entre el nodo 1 y n. 
SUAVIZADO DE DISTANCIAS EN LA RECTA
Realizaremos  el  recorte  de  la  distancia  de  los  nodos  que  hemos  proyectado 
ortogonalmente en el anterior paso:
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método [result, Dp] = OneEmbed ( Dp, N) 
i,j,n: nodos donde realizaremos el recorte
Tmp1 = intersect (D[i,n] , D[i,j] – D[j,n]);
Tmp2 = intersect (D[i,n] , D[i,j] + D[j,n]);
si finite( sup (Tmp1 ) ) y finite (supe (Tmp2) ) hacer
D[i,k] = hull (Tmp1, Tmp2);
sino si finite( sup( Tmp1 ) ) hacer
D[i,k] = Tmp1;
sino si finite( sup( Tmp2 ) ) hacer
D[i,k] = Tmp2;
fsi
fmétodo 
sup es un método que devuelve la parte superior del rango de una distancia desconocida. 
finite devuelve cierto si el rango solo contiene números finitos. Hull es un método que une 
dos intervalos para generar un nuevo que será el valor de la distancia desconocida que 
estamos tratando.
Una vez realizada la proyección ortogonal de los tres nodos del mecanismo (el cuarto 
nodo, el nodo 1, su proyección ortogonal coincide con la proyección ortogonal del nodo n). 
realizaremos el recortado de las distancias. Para esto calcularemos dos temporales con 
los dos posibles valores del recortes:  ∣⊥d i n−⊥d j n∣ y  ∣⊥d i n+⊥d j n∣ y observaremos 
las opciones posibles:
• Unión de las dos distancias: Tmp1 y Tmp2.
• La nueva distancia sea: ∣⊥d i n−⊥d j n∣
• La nueva distancia sea: ∣⊥d i n+⊥d j n∣
• Si ninguno de los temporales es solución, es un error y por tanto hemos llegado al  
final de la expansión de un nodo solución.
DESPROYECCIÓN
Este  método  realizará  la  desproyección  para  calcular  el  intervalo  de  la  distancia 
desconocida:
Realizamos la desproyección. Añadimos el nuevo valor a la distancia desconocida.
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método [result, D] = BackProyect (D, Dp, v, n) 
Tmp[i,j] = Dp[i,j] + ( v[i] – v[j] )^2;
D[i,j] = intersect(D[i,j], Tmp[i,j]);
fmétodo 
5 RESULTADO Y CONCLUSIONES
5.1 EJEMPLO: ROBOT 3RPR
Observamos el siguiente robot:
Figura 80. Robot 3RPR.
Se trata de un robot paralelo planar. Consiste en una base fija definida por los nodos 1 y 2  
y una plataforma móvil definida por los nodos 3, 4 y 5. La localización de la plataforma 
móvil se controla con tres patas extensibles.
El  primer  paso  que  realizaremos  para  iniciar  la  búsqueda  de  todos  los  modos  de 
ensamblaje  del  robot  será  fijar  la  longitud  las  patas  extensibles.  Una  vez  fijadas,  
obtenemos el siguiente mecanismo:
Figura  81.  Esquema  del  mecanismo  del  robot 
3RPR  una  vez  fijadas  las  distancias  de  sus 
eslabones.
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Supongamos d 12=5 , d 1 3=√30 , d 15=6,d 24=5,d 34=√10 , d 35=√10 , d 45=√8
 Los resultados obtenidos con el método de proyección y desproyección son:
Imagen 13. Resultados obtenidos después de aplicar el método proyectar y desproyectar al mecanismo 3RPR.
Cada circunferencia corresponde a una solución y, por tanto, a un ensamblaje correcto de 
nuestro mecanismo. 
Imagen  14. Una  solución  obtenida.  Observamos  que  cada  caja  representa  una 
solución.  Como  obtenemos  para  cada  solución  más  de  una  caja,  estamos 
obteniendo clurstering. 
Para  cada  solución  obtenemos  un  número  finito  de  clustering.  El  clustering  son 
agrupaciones de cajas muy próximas a una solución real pero que no son soluciones 
exactas para nuestro problema.
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Los modos de ensamblaje obtenidos para nuestro mecanismo son:
Figura 82. Mecanismo resultado del método proyectar y desproyectar.
Figura 83 Mecanismo resultado del método proyectar y desproyectar.
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Figura 84. Mecanismo resultado del método proyectar y desproyectar.
Figura 85. Mecanismo resultado del método proyectar y desproyectar. Observamos que este resultado pertenece al esquema inicial 
del mecanismo.
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Observaremos que la última figura se trata del mecanismo inicial. El resultado obtenido es 
correcto ya que la configuración inicial forma parte del estado de soluciones posibles. El  
resto de soluciones han sido verificadas y comparadas con las obtenidas en  [8] donde se 
han realizado las pruebas para el mismo mecanismo con todos los pasos del método de 
bilateración.
No obstante, el primer paso que hemos realizado ha sido fijar la medida de los eslabones.  
Con  las  distancias  que  hemos  determinada  para  cada  eslabón  hemos  obtenido  4 
configuraciones posibles para nuestro mecanismo. Sin embargo, el número de resultados 
obtenidos  variará  según  la  distancia  de  nuestros  eslabones  e  incluso  en  algunas 
ocasiones obteniendo un movimiento en el tiempo.
Continuando con el  robot  3RPR, supongamos que extraemos el  siguiente mecanismo 
fijando la longitud de sus patas:
                 Figura 86. Mecanismo 3RPR.
Como observamos, existen tres distancias desconocidas:  d 0 1 , d 1,3 y d 0, 4 . Si fijamos la 
distancia d 01=1  , teniendo en cuenta que nuestro mecanismo se debe ensamblar en el 
plano, tan solo podemos obtener dos posibles configuraciones.
Figura  87. Mecanismos  3RPR  descrito  en  el 
plano. Fijando la distancia  d 1 3 con valor 0 
obtenemos el  mecanismo de  la  izquierda,  con 
valor 1 el mecanismo de la derecha.
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Observamos que la distancia  d 13  puede tomar tan solo dos posibles valores: 0 o 1. 
Dependiendo del  valor  que toma podemos obtener  diferentes  resultados en el  mismo 
mecanismo.
Imagen 15. Resultados obtenidos. 
Observamos  que  para  el 
mecanismo  con  d13  =  1 
obtenemos  1  solución,  mientras 
que para el mecanismo con d13 = 
0 0,  obtenemos  un  continuo  de 
soluciones.
Como podemos observar, en el mecanismo 1 ( d 13=0  ) obtenemos un número mucho 
más elevados de soluciones que en el mecanismo 2 ( d 13=1 ). Por tanto, para el mismo 
mecanismo  dependiendo  de  la  distancias  que  fijemos  de  las  posibles  desconocidas 
podemos obtener diferente números de soluciones.
Cuando d 1 3=1
Imagen 16. Resultados para el mecanismo con d1,3 = 1.
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Cuando d 13=0 : 
Imagen 17. Resultados para el mecanismo con d1,3 = 0.
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5.2 CONCLUSIONES
Nuestro objetivo del proyecto era el análisis cinemático de un mecanismos con movilidad 
0 mediante el método de bilateración. La operación de bilateración nos permite diseñar un 
método analítico donde podemos obtener  de forma más compacta las ecuaciones de 
clausura respecto de métodos anteriores basado en la obtención de las ecuaciones de 
bucles independientes del mecanismo.
El método basado en la operación de Bilateración tiene los siguientes pasos:
1. Descomposición del mecanismo.
2. Generación de ecuaciones de clausura.
3. Cálculo de los modos de ensamblaje del mecanismo. 
Durante  la  implementación  del  método  de  bilateración,  nos  dimos  cuenta  de  que  la 
generación y resolución de las ecuaciones de clausura son cálculos muy complejos y 
poco intuitivos cuando solo se buscan los modos de ensamblado de un mecanismo. Por  
tanto,  añadimos  un  nuevo  objetivo  a  nuestro  proyecto:  Implementar  un  método  que 
substituya los dos últimos pasos del método de bilateración por un método puramente 
numérico.  Este  método  debía  satisfacer  los  criterios  de  simplicidad  que  permitieran 
substituir los pasos de generación y cálculo de las ecuaciones de clausura del método 
basado en la operación de bilateración.  A continuación seguimos cada uno de los pasos 
del proyecto y las conclusiones obtenidas de su implementación.
Pasos del proyecto:
1. Descomposición 
El  primer  paso  del  proyecto  fue  confeccionar  un  simulador  que  reproduzca  la 
descomposición de los mecanismo mediante el método de Bilateración. El simulador está 
basado  en  C++  y  Qt  (biblioteca  multiplataforma  diseñada  y  usada  para  desarrollar 
aplicaciones gráficas).
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Conclusión:
Se ha implementado un método de descomposición de mecanismos planos basados en 
reglas de eliminación de nodos. A partir de este descomposición pueden obtenerse las 
condiciones  de  clausura  del  mecanismo  cosa  que  se  hacía  hasta  el  momento  por 
inspección.
2. Calculo de los modos de ensamblaje
El siguiente paso del  proyecto fue seleccionar qué método de suavizado de cotas de 
distancias desconocidas que mejor se adaptaba a los objetivos del proyecto.
2.1 Suavizado de cotas de distancias mediante desigualdades triangulares.
El  primer  método  que  implementamos  fue  el  suavizado  de  cotas  de  distancias  con 
desigualdades  triangulares.  Este  método  está  basado  en  el  recorte  de  distancia 
basándose en las propiedades de clausura de los triángulos. Sin embargo, después de 
implementar esté método no obtuvimos cotas de distancia suficientemente buenas. No 
obstante, esté método es computacionalmente muy eficiente y pese no permiten llegar a 
soluciones,  realiza una reducción considerable del  espacio de búsqueda.  Es por  este 
motivo que decidimos emplearlo como primer suavizado en el método que diera solución 
a nuestro problema.
2.2 Suavizado de cotas de distancias con desigualdades tetrangulares.
El siguiente método que utilizamos para encontrar los modos de ensamblaje de nuestro 
mecanismo  fue  el  suavizado  de  cotas  de  distancias  desconocidas  utilizando 
desigualdades  tetrangulares.  Esté  método  está  basado  en  el  recorte  de  distancia 
basándose en la aplicación de 7 patrones.
Los resultados obtenidos no fueron satisfactorios ya que no proporcionaba una reducción 
importante del espacio de búsqueda. Los motivos fueron:
99
• Es válido siempre que las cotas obtenidas resultado de aplicar los 7 patrones no 
implique la colinealidad de 3 nodos. En cuyo caso se debe hacer un análisis caso a 
caso.  El  autor  del  método  no  ofrece  ninguna  solución  para  realizar  dicha 
comprobación,  y  elaborar  e  implementar  un  método  adecuado  nos  alejaba  del  
objetivo de simplicidad de nuestro proyecto.
• No permite fijar la dimensión del problema en el que trabajamos. Este hecho hace 
que lleguemos a un punto donde no nos permita recortar más las cotas de las 
distancias desconocidas ya que nosotros sólo trabajamos con mecanismos planos.
• El propio autor determina que el método de suavizado de cotas no ofrece garantía  
de convergencia a las soluciones.
Por tanto, descartamos utilizar esté método para encontrar la solución a nuestro problema 
y optamos por el método basado en proyecciones y desproyecciones.
2.3 Proyección y desproyección 
El método de proyección y desproyección ofrece un método numérico basado en cumplir  
restricciones geométricas que permite obtener los mismos resultados que el método de 
bilateración. Aplicando el teorema del coseno, el teorema de Pitágoras,  y las propiedades 
básicas de los triángulos, obtenemos un método que reduce el problema al suavizado de 
cotas para distancias desconocidas en una única dimensión, lo cual resulta trivial.  
Conclusión:
El  método  de  suavizado  de  cotas  utilizando  desigualdades  tetrangulares  no  permite  
imponer la dimensión del problema y su aplicación se complica en el caso que pueden 
aparecer  nodos  colineales.  Se  ha  demostrado  que  el  método  de  proyección  y 
desproyección  es  mucho  más  simple  de  implementar  y  no  tiene  los  problemas 
mencionados.
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TRABAJO FUTURO
• Discretización  del  movimientos  de  mecanismos  con  movilidad  1.  Como  hemos 
podido ver, en los mecanismos con movilidad 0 podemos encontrar los diferentes 
modos de ensamblaje. En los mecanismo con movilidad 1, el mecanismo es móvil,  
por tanto, con el método implementado en este proyecto podríamos discretizarlo tal 
como hemos visto al final de la sección 5.1. El estudio de estas discretizaciones 
merece un estudio posterior.
• Realizar el estudio cinemático para mecanismo en el espacio. En esté proyecto el 
objeto  de  estudio  ha  sido  mecanismos  en  el  plano,  sin  embargo,  podríamos 
ampliarlo al espacio. Se trataría de realizar dos proyecciones (sobre un plano y 
sobre una recta) en lugar de una en el método de suavizado mediante el método 
de proyección y desproyección. 
• Realizar e implementar el método de proyección y desproyección en C++. C++ ya 
que ellos nos permitiera realizar operaciones más eficientes que las que podemos 
realizar en MatLab.
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6 APENDICE :
6.1 ESTRUCTURA DE DATOS
Para realizar la búsqueda en el proceso de descomposición de nuestro mecanismo, es 
esencial  realizar  un estudio  de  la  estructura de datos  que utilizamos para llegar  a  la  
solución final.
Tipos de atributos
En nuestro estructura tenemos definidos tres tipos de atributos:
• Atributos  iniciales: son  los  atributos  que  durante  toda  la  búsqueda  no  se 
modifican. Forman parte del estado inicial. Se consulta una vez haya finalizado la 
búsqueda.
• Atributos  calculados:  son  los  atributos  que  durante  el  recorrido  en  entre  los 
diferentes estados vamos consultando, modificando y tratando
• Atributos preservan estado: son los atributos que preservan los valores de los 
atributos  calculados  cada  vez  que  accedemos  a  un  nuevo  espacio  dentro  de 
nuestra búsqueda.
• Atributos solución: son aquellos atributos que contienen la información necesaria 
de nuestro estado solución. 
A continuación haremos una explicación de que información y valores contienen dichos 
valores:
Atributos iniciales:
• nNodes: Es el número de nodos que contiene nuestro mecanismo.
• Matriz matAdjacencias: Es una matriz que contiene los nodos que son adyacentes 
en nuestro mecanismo original. Si dos nodos están unidos por una arista contendrá 
el valor 1, de lo contrario, el valor 0.
• Matriz  matTriangles.  Es  una  matriz  que  contiene  los  nodos  que  forman  un 
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triángulo  en  nuestro  mecanismo  original.   Dados  dos  nodos,  en  la  respectiva 
posición de la matriz contendrá el valor del identificador del tercer nodo con el que 
forma triángulo.
Atributos calculados:
• Vector nAdjacencias: Es un vector donde cada una de las posiciones contendrá el 
número de adyacencias totales de cada nodo. Cuando un nodo sea eliminado su 
valor será -1.
• Matriz  calcAdjacencias:  Es  una matriz  que contiene los  nodos adyacentes  de 
nuestro mecanismo, pudiendo ser adyacentes por un triángulo o por una arista. 
• Matriz caTriangles: Es una matriz que contiene los triángulos calculados que tiene 
nuestro  mecanismo.  Dados  dos  nodos,  en  la  respectiva  posición  de  la  matriz 
contendrá el valor del identificador del tercer nodo con el que forma triángulo. Si no 
existe triángulo, su valor es igual a 0.
• Matriz  calcArestes: Es una matriz que contiene los nodos adyacentes que están 
unidos por una arista (excluyendo las aristas que forman parte de un triángulo).
• Lista  camiNodes  de enteros:  Contiene los  elementos  que  vamos añadiendo  o 
eliminando a cada paso de nuestra búsqueda. Si el paso que realizamos es añadir  
una distancia, el valor que contendrá será -1 para ese estado.
• Lista caAresta: Contiene las distancias que vamos añadiendo en el transcurso de 
nuestra búsqueda. No contiene aquellas que añadimos en la realización de la regla 
grado 3 y grado 4.
Atributos que preservan el estado:
Para cada uno de los atributos calculados, dispondremos de otro atributo que preserva su 
estado.  La lista de atributos que preservan el estado son los siguientes:
• camiNAdjacencies: Preserva el estado de nAdjacencies.
• camiCalcAdjacencies: Preserva el estado de calcAdjacencies.
• camiArestes: Preserva el estado de caArestes. 
• camiCaTriangles: Preserva el estado de caTriangles.
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Razonamiento de la estructura de datos:
Para  realizar  una  búsqueda  exhaustiva  por  el  espacio  posible  de  soluciones  hasta 
encontrar  la  que  satisfaga  los  criterios  exigidos,  en  ocasiones,  esté  calculo  es  muy 
costoso,  ya  que deberemos deberemos de realizar  un  recorrido  completo  para  poder 
encontrar la solución optima. El coste de la búsqueda dependerá de:
• Número  total  de  estados  que  debamos de  visitar  para  encontrar  solución.  En 
nuestro caso, como nuestra solución debe ser la que contiene menos distancias 
nuevas añadidas, deberemos de recorrer todos los estados posibles.
• Las  modificaciones  realizadas  en  cada  estado,  incluyendo  el  comprobar  si  es 
solución o si es factible seguir realizando la expansión por el estado en que nos 
encontramos.
Sin  embargo,  para  realizar  la  búsqueda es  elemental  preservar  el  estado de nuestro 
mecanismo a  cada  paso.  Para  lograr  está  tarea hemos tomado la  decisión  de tener  
atributos que únicamente preservan el estado de los atributos calculados y, por tanto, de 
nuestro mecanismo entre las diversas etapas de la búsqueda. El motivo es que deshacer 
los cambios realizados, propios de cada estado visitado, resulta costoso e ineficiente. De 
está forma, únicamente debemos de consultar un atributo y restaurar su estado.
De una forma análoga, siguiendo con nuestro compromiso con el coste, hemos decidido 
tener atributos calculados que pueden parecer que contienen información redundante. 
Observaremos  que  el  atributo  nAdjacencies  contiene  el  número  de  adyacencias  que 
contiene  cada  nodo,  puede  ser  calculado  realizando  un  recorrido  del  atributos 
calcAjacencies (contiene los nodos que son adyacentes del sistema), pudiendo ser esté 
atributo  calculado a partir  de  un recorrido  del  atributo  calcArestes  (nodos adyacentes 
únicamente  por  aristas)  y  caTriangles  (contiene  los  triángulos  que  contiene  nuestro 
mecanismo). 
Debido  a  que  son  atributos  que  se  utilizan  para  realizar  las  modificaciones  en  cada 
estado, hemos decidido guardar la información de forma dinámica y progresiva durante la 
búsqueda,evitando realizar el cálculo cada vez que debamos consultarlo.
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6.1.1 EJEMPLO: 3RPR
A continuación mostraremos la aplicación del método de bilateración en un mecanismo 
mostrando el funcionamiento de la estructura de datos:
El mecanismo que utilizaremos es el siguiente: 
Figura 88. Mecanismo 3RPR.
Valores iniciales y valores calculados:
En el estado inicial los valores iniciales y los valores calculados toman el mismo valor.
nNodes=6; 
ndAdjacencies:
id Node 0 1 2 3 4 5
nº Adj 3 3 3 3 3 3
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adjacencias, caAdjacencies:  
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 1 1 1 -1 -1
1 1 0 1 -1 1 -1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 1 -1 -1 0 1 1
4 0 1 -1 1 0 1
5 0 -1 1 1 1 0
matArestas, caArestes:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 1 1 1 -1 -1
1 1 0 1 -1 1 -1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 1 -1 -1 0 -1 -1
4 -1 1 -1 -1 0 -1
5 -1 -1 1 -1 -1 0
caTriangles, matTriangles:
id Node 0 1 2 3 4 5
0
1
2
3 5 4
4 5 3
5 4 3
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Primer paso del método: Añadimos una nueva distancia (0-4)
Figura 89. Mecanismo resultado de añadir una distancia para iniciar la descomposición.
El primer paso que realizaremos será salvar el estado:
camiNAdjacencies ← nAdjacencies.
camiCalcAdjacencies ← calAdjacencies.
CamiArestes ← caArestas.
CamiCaTriangles ← caTriangles.
CaNodes= -1
caDistancias= Aresta 1(0-4)
El  añadir  una  nueva  distancia  produce  dos  nuevos  triángulos:  0-3-4,  0-4-1.  Las 
modificaciones en nuestra estructura de datos serán las siguientes:
nAdjacencias:
id Node 0 1 2 3 4 5
nº Adj 4 3 3 3 4 3
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Añadiremos una adyacencia al nodo 0 y al nodo 4 por la nueva distancia añadida.
caAdjacencies:  
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 1 1 1 1 -1
1 1 0 1 -1 1 -1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 1 -1 -1 0 1 1
4 1 1 -1 1 0 1
5 -1 -1 1 1 1 0
La  nueva  distancia  en  nuestro  mecanismo provoca  que  el  nodo  0  y  el  nodo 4  sean 
adyacentes.
caArestas:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 0 1 -1 -1 -1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 -1 -1 -1 0 -1 -1
4 -1 -1 -1 -1 0 -1
5 -1 -1 1 -1 -1 0
Incluimos en la matriz de aristas, la nueva distancia. Eliminamos las aristas que ahora 
forman parte de un triángulo (0,3) y (1,4).
108
caTriangles:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 4 4 1-3
1 4 0
2
3 4 5 4
4 1-3 5 3
5 4 3
Introducimos los dos nuevos triángulos.  Los pares de nodos que comparten más de un 
identificador de nodo significará que forman parte de más de un triángulo, tantos como 
identificadores compartan.
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Paso 2: Aplicar la regla de Grado 3 al nodo 3.
Figura 90.  Mecanismo obtenido al aplicar la regla de producción grado 3. 
Mecanismo Resultado
Figura 91.  Mecanismo resultado al aplicar la regla de producción grado 3. 
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Realizamos el paso previo del save. Preservamos el estado antes de realizar cualquier  
modificación:
camiNAdjacencies ← nAdjacencies.
camiCalcAdjacencies ← calAdjacencies.
CamiArestes ← caArestas.
CamiCaTriangles ← caTriangles.
CaNodes= (-1) - 3 
Actualizamos nuestras estructuras con la nueva configuración
nAdjacencias:
id Node 0 1 2 3 4 5
nº Adj 4 3 3 -1 3 3
Marcamos el nodo 3 como eliminado.
caAdjacencies:  
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 1 1 -1 1 1
1 1 0 1 -1 1 -1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 -1 -1 -1 0 -1 -1
4 1 1 -1 -1 0 1
5 1 -1 1 -1 1 0
El nodo 3 deja de ser adyacentes con el resto de los dos. Introducimos la nueva distancia 
generada en aplicar la regla grado 3 (0,5).
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caArestes:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 0 1 -1 -1 -1
2 -1 1 0 -1 -1 -1
3 -1 -1 -1 0 -1 -1
4 -1 -1 -1 -1 0 -1
5 -1 -1 -1 -1 -1 0
Después de eliminar el nodo 3 tan solo queda una arista en el mecanismo: 1-2
CaTriangles:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 4 5 1-5 2-4
1 4 0 0
2 5 0
3
4 1-5 0 0
5 2-4 0 0
Se han formando dos nuevos triángulos: 0-2-5, 0-4-5.
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Paso 3: Aplicar la regla grado 3 al nodo 4.
Figura 92. Mecanismo obtenido al aplicar la regla de producción grado 3 al nodo 4. 
Mecanismo resultado:
Figura 93.  Mecanismo resultado al aplicar la regla de producción grado 3. 
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El primer paso que realizaremos es salvar el estado:
camiNAdjacencies ← nAdjacencies.
camiCalcAdjacencies ← calAdjacencies.
CamiArestes ← caArestas.
CamiCaTriangles ← caTriangles.
CaNodes= (-1) - 3 – 4
Actualizamos nuestras estructuras con la nueva configuración
ndAdjacencies:
id Node 0 1 2 3 4 5
nº Adj 3 3 3 -1 -1 3
caAdjacencies:  
id Node 0 1 2 3 4 5
0 0 1 1 -1 -1 1
1 1 0 1 -1 -1 1
2 1 1 0 -1 -1 1
3 -1 -1 -1 0 -1 -1
4 -1 -1 -1 -1 0 -1
5 1 1 1 -1 -1 0
CaAresta : Todas las adyacencias de nuestro mecanismo forman parte de un triángulo.
CaTriangles:
id Node 0 1 2 3 4 5
0 5 5 1-2
1 5 5 0-2
2 5 5 0-1
3
4
5 1-2 0-2 0-1
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Paso 4: Aplicar la regla grado 3 al nodo 0.
Pero si observamos nuestro mecanismo ya hemos llegado un estado solución:
Figura 94.  Al aplicar la regla de producción grado 3 sobre el nodo 0, observamos que la nueva distancia que tenemos que añadir ya  
existe, por tanto, hemos llegado a una posible solución o una nueva ecuación de clausura. Como tan solo quedan 4 nodos vivos,  
hemos llegado a una solución de la descomposición.
Mecanismo resultado:
Figura 95. Mecanismo solución.
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Observamos que queremos añadir y formar un triangulo que ya existe, por tanto ya hemos 
encontrado una ecuación para nuestro mecanismo. Como ya no queda más mecanismo 
por recorrer, hemos llegado a un estado solución.
Estado NO solución o factible para su posterior ramificación:
Si  ante cualquier  etapa en nuestra búsqueda,  debemos de volver  hacía atrás porque 
creemos o no es imposible llegar a un estado solución, deberemos de restaurar nuestro 
estado. 
Restauramos el estado:
nAdjacencies ← camiNAdjacencies.desapilar();
calAdjacencies ← camiCalcAdjacencies.desapilar();
camiArestes.desapilar();
caTriangles ← camiCaTriangles();
caNodes.desapilar();
En  el  caso  que  estuviéramos  volviendo  de  añadir  una  nueva  distancia  a  nuestro 
mecanismo:
caDistancias.desapilar(); 
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